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Ueber die Rotationsfläche kleinsten Widerstandes 
und über die günstigste Form der Geschossspitzen 
nach der Newftonschen Theorie *). 


Hierzu Figurentafel 1. 


(Von Herrn F. August.) 


Die Bestimmung der günstigsten Form der Geschossspitzen kommt 
zurück auf die Aufsuchung derjenigen Gestalt, welche die Oberfläche eines 
festen Körpers haben muss, damit er einen möglichst kleinen Widerstand 
erleide, wenn er sich in bestimmter Richtung und mit bestimmter Ge- 
schwindigkeit durch die Luft bewegt. Dieses Problem kann streng mathe- 
matisch nur behandelt werden, wenn man auch die Bewegung der Luft 
berücksichtigt, und führt alsdann zu den verwickeltsten Untersuchungen der 
Hydrodynamik. Eine derartige, allen Anforderungen genügende Behandlung 
ist noch nicht durchgeführt. Dagegen hat bekanntlich schon Newton das 
Problem unter gewissen einfachen Voraussetzungen, welche mit ziemlich 
grosser Annäherung zuzutreffen scheinen, mathematisch behandelt und hat 
für Rotationskörper die Gestalt der Meridianeurve festgestellt. Später 
haben Bernoulli, Fatio, Walton und Andere diese Untersuchungen fortgesetzt. 
Dennoch fehlte, soweit meine Kenntniss der Literatur über diesen Gegen- 
stand reicht, auch diesen Forschungen ein befriedigender Abschluss, so dass 
eine praktische Verwerthung des Resultats nicht vollständig ermöglicht wurde. 

Ich glaube, dass es mir gelungen ist, die Lücke, welche in der 
Theorie bisher vorhanden war, auszufüllen. Auch hoffe ich. dass die grosse 
Einfachheit, mit welcher ich das Problem der Variationsreehnung behandelt 
habe, einiges Interesse verdient. 





*) In ausführlicherer Weise habe ich diesen Gegenstand im 94. Bande des Archivs 
für die Artillerie- und Ingenieur-Officiere des deutschen Reichsheeres (Berlin, E. S. Mittler 
und Sohn, 1887) unter dem Titel: „Ueber die günstigste Form der Geschossspitzen nach 
der Newtonschen Theorie“ behandelt. 
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Zunächst ist es nöthig, die eigenthümliche Schwierigkeit zu be- 
sprechen, dureh welche eine vollständige Lösung bisher verhindert worden ist. 

Die Voraussetzung, von welcher Newton und die späteren Bearbeiter 
des Problems, wenigstens stillschweigend, ausgingen, ist die, dass die Lutft- 
theilchen das Geschoss nur einmal treffen, gegen dasselbe anprallen, ohne 
dass Reibung auftritt, und dass sie sich gegenseitig weder vor noch nach 
dem Stoss beeinflussen. 

Unter diesen Voraussetzungen wird dann der einfache und praktisch 
wichtige Fall eingehender behandelt, dass die Oberfläche eine Rotations- 
tläche ist, und dass die Bewegung in Richtung der Rotationsaxe vor 
sich geht. 

Ist df ein Element der Oberfläche des bewegten Körpers und r der 
Winkel, welchen die Bewegungsrichtung des Körpers mit der Normalen in 
df bildet, so ist der Widerstand ein Normaldruck von der Grösse W,dfcosr’, 
wo W, eine gewisse, von der relativen Geschwindigkeit e abhängige Grösse 
ist und den Widerstand ausdrückt, welchen die Flächeneinheit einer ebenen 
Oberfläche erleidet, wenn diese sich in Richtsing ihrer Normale mit der 
Geschwindigkeit ve bewegt. Durch Zusammensetzung der die Flächen- 
elemente angreifenden Kräfte erhält man die Resultante und das resultirende 
Moment des Luftwiderstandes. 

Ist die Oberfläche eine Rotationsfläche, und bezieht man die Meridian- 
curve auf ein in derselben Ebene liegendes rechtwinkliges Coordinatensystem, 
dessen positive x-Axe die Rotationsaxe in der Richtung ist, in welcher 
relativ die Lufttheilehen sich gegen die Oberfläche bewegen, so ist die 
Componente des Widerstandes des Flächenelementes in Richtung der z-Axe 
An Ze 

cosT 
die Richtungszahl, r den Richtungswinkel des Elementes der Meridiancurve 
nennen. Die anderen Componenten des Widerstandes heben sich bei der 
Zusammensetzung auf. Mithin ist das resultirende Moment des Widerstandes 
Null, und die Resultante des Widerstandes ist eine der Bewegungsrichtung 
entgegengesetzte Kraft W, welche sich, wenn die Fläche von einem Bogen 
mit den positiven Endordinaten y, und y, beschrieben wird, folgendermassen 


‚ wo gr =gist. Wir wollen qg=tgr in der Folge 


ausdrückt: 


W= Wın.2 / "yayeosı' = Wın.2/ er 


Yı Yı 
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Ist q constant, so ist die Rotationsfläche ein abgekürzter oder voll- 
ständiger Kegel, und der Widerstand ist 


I+g@ - _— ’Es 2 


Ist 7=0, so ist die Fläche ein ebener Kreisring und der Widerstand 
gleich W,a(y—y;). Dies ist der grösste Widerstand, welchen eine Rotations- 
fläche erleiden kann, welche sich ringförmig zwischen y=y, und y=y 
erstreckt. Der grösste Widerstand, welchen ein Geschoss vom Kaliber 2r 
erleiden kann, ist W,rr’, und dieser Fall tritt ein, wenn das Geschoss 
keine Spitze hat, sondern vorn durch eine Kreisfläche vom Durchmesser 
2r begrenzt ist. 

Für eine eylindrische Fläche dagegen ist der Widerstand Null. 
Für eine Kugel vom Radius r kommt der Newtonschen Theorie entsprechend 


. r .. . . l 
nur die vordere Fläche in Betracht, und es ist q= 2 —, also 
Yr’—y? 
er Er pe pi 
W= fe / (r—y’)ydy = Wın —-, 


d.h., wie bekannt, gleich der Hälfte des Maximalwiderstandes u.s.f. Wir 
bemerken, dass hier, wie im Folgenden, nur von dem Widerstande der 
Geschossspitze die Rede ist. Dadurch, dass auf der hinteren Seite des 
(reschosses sogenannter negativer Druck vorhanden ist, wird der Wider- 
stand im Ganzen vielleicht noch etwas vergrössert. Dies wollen wir aber, 
ebenso wie die früheren Bearbeiter, ausser Acht lassen, wie es bei einer 
Vergleichung verschiedener Spitzenftormen wohl gestattet ist, da ja alle 
Geschosse einen eylindrischen Theil haben und der negative Druck aut 
die hintere Geschosswand bei gleichem Kaliber und gleicher Geschwindig- 
keit wohl sehr nahezu gleich ausfallen wird. 

Verlangt man nun unter der Voraussetzung des Newtonschen Ge- 
setzes die Gestalt einer Meridianeurve zwischen zwei gegebenen Punkten 
A und B so zu bestimmen, dass die von dem Bogen AB erzeugte Zone 
des Rotationskörpers einen möglichst kleinen Widerstand erleide, welchen 
Bogen wir kurz die ‚‚Minimalcurve‘“ für die gegebenen Endpunkte A und B 
nennen wollen, so ergiebt sich, wie schon Newton gefunden hat, eine gewisse. 
weiter unten näher zu besprechende Curvengattung. Es ist aber nicht immer 
möglich, die beiden gegebenen Punkte durch eine Curve dieser Gattung zu 
1" 
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verbinden. Da z.B. keine Curve dieser Gattung die Axe trifft, so ist die 
Lösung für Geschossspitzen geradezu unbrauchbar. Dies paradoxe Resultat 
ist zuerst von Herrn Walton im Quarterly Journal 1870 Band X, Seite 344 
bis 346, in gewissem Sinne zutreffend erklärt worden, wenn er auch den 
entscheidenden Punkt nicht ganz richtig darstellt. Wir erklären die Sache, 
von einem ganz allgemeinen Gesichtspunkt ausgehend, folgendermassen.| 
Unter den Voraussetzungen über die Wirkung des Luftwiderstandes, welche 
von Newton und den späteren Bearbeitern der Rechnung zu Grunde gelegt 
sind, ewxistirt überhaupt gar kein Minimum, da man durch passende Wahl 
der Meridianeurve zwischen zwei Punkten den Widerstand beliebig klein 
machen kann. Man muss nur dafür sorgen, dass die Tangente der Curve 
bis auf einzelne Stellen hinreichend kleine Winkel mit der z-Axe bildet, 
wie solches in Figur 1 und 2 der Fall ist, oder bei passend gewählten 
vebrochenen Linien. Lassen sich aber beide Punkte durch eine Curve der 
von Newton gefundenen Art verbinden, so ist der Widerstand der entsprechenden 
Rotationsfläche ein relatives Minimum, d.h. alle Curven zwischen A und B, 
welche man aus jener durch sehr kleine Deformationen erhält, bei welchen 
sich auch die Tangentenrichtungen nur sehr wenig ändern, erzeugen Flächen 
mit grösserem Widerstand. 

Man hat nun vorgeschlagen, um die Resultate der Rechnung für 
(reschossconstruetionen zu verwerthen, die Meridianeurve aus einer solchen 
Curve und aus einem anderen Theil, der bis zur Axe reicht, zusammen- 
zusetzen. Doch sind diese Vorschläge ohne rationelle Begründung und 
beruhen auf unbestimmten und willkürlichen Vermuthungen. Man kann 
aber die Sache streng mathematisch zu Ende führen. Es ist schon von 
früheren Bearbeitern darauf hingewiesen, dass die der Rechnung zu Grunde 
liegenden Voraussetzungen, welche ja in Wirklichkeit immer nur angenähert 
zutreffen, dann ganz gewiss in hohem Grade unzutreffend sind, wenn die- 
selben Lufttheilchen die Fläche mehrere Male treffen. Daraus folgt aber, 
dass mit wachsender Ordinate y die Abscisse x der Curve nicht abnehmen 
darf; denn sonst würden triehterförmige oder ringförmige Vertiefungen in 
der Oberfläche entstehen, bei denen ein wiederholtes Anprallen der Luft- 
theilehen unvermeidlich wäre, welches eine bedeutende Vermehrung des 
Widerstandes zur Folge hätte. Es ist hiernach als unerlässliche Bedingung 
für eine brauchbare Lösung des Problems aufzustellen, dass für q nur positive 
Werthe zuzulassen sind, mit Einschluss der Null. Hierdurch werden Meridian- 








en 
er 
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eurven von der Form in Figur 1 und 2 von vornherein ausgeschlossen, und 
wenn y, und 9,, die Ordinaten der gegebenen Endpunkte, verschieden sind. 
ist es nicht mehr möglich, den Widerstand beliebig klein zu machen, da 
man 1:(1-+g°’) nicht mehr durchweg, bis auf einzelne Stellen, beliebig klein 
machen kann. Der Fall, dass y, gleich y, ist, kommt nicht in Betracht: 


‚denn es versteht sich von selbst, dass alsdann die Minimalceurve die der 


Axe parallele Gerade AB und die Oberfläche eine eylindrische ist, welche 
den Widerstand Null ergiebt. Nimmt man also die von uns ausgesprochene 
Bedingung g — 0 hinzu, so muss es stets eine Minimalcurve geben. 

Wir wollen nun diese Minimaleurve vollständig bestimmen, verall- 
gemeinern aber zunächst das analytische Problem ein wenig, indem wir 
statt der Bedingung 9 — 0 fordern, dass qg — eo sei. « soll eine Constante 


2 2.—.L, » i . 
bedeuten, welche kleiner als e g ist, wo z,y, und z,y, die Coordinaten 
der gegebenen Punkte A und B sind, von denen wir festsetzen, dass 
Si eh 1a 2,—z, u 
y: — Yyı Sei, so dass auch 2, > x, sein muss. Wäre « > ng , 80 wäre 
Jı 9ı 


eine Verbindung beider Punkte durch eine Curve, für welche q —« ist, 
unmöglich. 
Es ist also zu untersuchen, für welche Wahl der Funetion g, welche 
stets — « ist, das Integral 
/T\  ydy 
(1.) vw = / ur 
« 1+gq 


ein Minimum wird, während gleichzeitig 
HM) / gay=(©-2)=a 


ist, weil die Curve A und B verbinden soll. Die Funetion q braucht aber 
nicht für das ganze Intervall demselben analytischen Gesetze zu folgen. 
sondern sie kann für verschiedene Theilintervalle verschieden sein, sie darf 
auch für irgend welche Theilintervalle constant sein. 

Wir verändern nun den Weg dadurch, dass wir die Funetion g durch 
q+9Y ersetzen, wo g eine beliebige Function bedeutet, welcher wir in dem 
ganzen Intervall beliebige, also auch beliebig kleine Werthe beilegen können. 
Damit auch die Nachbarcurve durch A und B gehe, muss 


(111.) /"q +y)dy = a, 
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also mit Rücksicht auf (II.) 
(II) /pdy = 0 
sein. | 
Für die Nachbareurve geht » in w, über, und es ist 


in "2 1 1 
I\ s 4 aus A - EEE REN BEE TA BB er ER, 2“ 
a vdy| I+lat+m" 144 | 


Multiplieiren wir nun die Gleichung (III“) mit der Constanten 2e 


und addiren sie zu (IV.). so kommt 


we) = I Isar irn )t2er]in 


? 
1 


” 


Soll die zweite Curve von der ersten unendlich wenig verschieden 
sein, so muss p im Allgemeinen unendlich klein sein. Nur wenn in der 
ersten Curve g für irgend eine Ordinate y, plötzlich seinen Werth ändert, 
so darf auch g in der Nähe von 9, endliche Werthe haben, und es muss 
sie haben für ein unendlich kleines Intervall zwischen y, und y,+ fy,, wenn 
(q-+g) nicht mehr für die Ordinate y,, sondern für die Nachbarordinate 
4,+J4y, unstetig sein soll. 


Ist aber x hinreichend klein, so können wir mit Hülfe 


1 
I++ pP’ 
des Taylorschen Lehrsatzes entwickeln. Dann ergiebt sich: 

(V) (w-w) = J [24 (- a or +e)+ p en + |ay. 
Soll nun die erste Curve Minimaleurve sein, so muss (w,—w) für jeden 
Werth von g, welcher der Bedingung (Ill‘.) entspricht, sonst aber beliebig 
gewählt werden kann, positiv sein, mithin auch für unendlich kleine Werthe 
von p. Nun sind solche Stellen der Curve, für welche g > « ist, zu unter- 
scheiden von solchen Stellen, für welche g=« ist. So lange g> « ist, 
kann man der Function g sowohl positive, als negative Werthe ertheilen, 
um zur Nachbareurve überzugehen, und da 9° für hinreichend kleine Werthe 
von g gegen p verschwindet, und das Integral (V.) dasselbe Vorzeichen 
hat, wie die Klammer unter dem Integralzeichen — denn dy ist positiv —, 
so muss der Factor der ersten Potenz von in dieser Klammer Null 
sein, also | 
(VL) y= LER. 




















August, Rotationsfläche kleinsten Widerstandes. 7 


Damit aber alsdann (w,—w) positiv sei, muss ausserdem der Factor 
von g* in der Klammer positiv sein, also tritt zur Gleichung (VI.) noch 
die Bedingung hinzu: 

(VII) qg> 


 — 
| 


Aus (VI.) folgt: 


1 1% ‘ & 1 . . + 
dy = e-5+2+ 3g )dg, de = e(— . 24 +3g’ )dg. 
Mithin ist 
(VII) z= c(—Ing+g+3ig)+c, 


wo c, die Integrationsconstante bedeutet. Durch die Gleichungen (VI.) und 
(VIII.) sind die Coordinaten eines veränderlichen Punktes als eindeutige 
Functionen von g bestimmt, und zwar für jede Wahl der Constanten e und e.. 
Diese Gleichungen definiren also eine Gattung von Uurven, welche allein 
als krummlinige Bestandtheile einer Minimaleurve angehören können. Diese 
Uurvengatiung ist die bereits von Newton angegebene. (Siehe Figur 3.) Die 
Constante e, ist für die Gestalt der Curve unwesentlich. Ihrer Veränderung 
entspricht eine Verschiebung der ganzen Uurve parallel der z-Axe. Die 
Constante ce möge der Parameter der Curve genannt werden. Zwei Curven 
mit verschiedenen Parametern sind ähnlich und ähnlich liegend. Den 
(äusseren) Aehnlichkeitspunkt findet man, wenn man der Variabeln g für 
beide Curven gleiche Werthe ertheilt, die so erhaltenen entsprechenden 
Curvenpunkte verbindet und den Durchsehnittspunkt dieser Verbindungs- 
linie mit der x-Axe bestimmt. Jede solche Curve besitzt eine Spitze für 


1 : , : 
g= Eu Die Coordinaten derselben sind 
y: 


7 « Ex ce16 
(IX.) Lu = c(} In 3+735)+ C, . Yı — . 


>} 3 
Da g gleich tgr ist, so ist für die Spitze 7 = 30", 
Die beiden Aeste gehen von der Spitze aus ohne Asymptote ins Un- 


s ö re . l u. 
endliche. Für den der z-Axe näheren Ast ist g > —: Seine Tangente 
3 


wird immer mehr parallel der &-Axe, und der Ast ist nach der z-Axe zu 
concav. Nur Bogen, welche diesem Aste angehören, können Bestandtheile 
der Minimaleurve sein und sollen deshalb künftig kurz als Bogen einer 
Newtonschen Minimalcurce bezeichnet werden. Für den anderen Ast ist 


_- 1 . Y . 
ı< v3’ er ist nach der entgegengesetzten Seite concav und geht parallel 
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der y-Axe ins Umendliche. Seine Bogen sind unter gewissen Bedingungen 
Bestandtheile einer Maximaleurve: wir können sie für unsere Untersuchungen 
ausser Betracht lassen. Für den Krümmungsradius ergiebt sich der Werth 


_ Be Da’+DE 


>» == 
q 


Y L) 1 . 
Er durchläuft auf dem unteren Ast q > Fr: alle Werthe von 0 bis —x 
} 


C 


)) 


auf dem oberen Ast von der Spitze aus alle Werthe von O bis +x. 
Ausser der Newtonschen Curve können aber auch geradlinige Be- 
standtheile der Minimaleurve angehören, und dies bildet den zweiten Fall, 
der zu untersuchen ist. Sind Punkte auf einer Curve vorhanden, für welche 
q=e ist, so können wir für diese nicht negativ wählen, um zn einer 
Nachbareurve überzugehen, weil jaauch +9 —« sein muss. Für positive 
unendlich kleine Werthe von p wird aber der Werth von (w,—w) in 
Gleichung (V.) dasselbe Vorzeichen haben, wie der Faetor von 2% in der 
Klammer unter dem Integral. Soll demnach ein geradliniger Bestandtheil, 
für welchen qg=« ist, in der Minimaleurve enthalten sein, so muss für 


. e(1-+e‘)’ \ : ' \ 
( 2 ) sein. Die Ordinaten der Punkte eines 


alle seine Punkte y < 


reradlinigen Bestandtheils der \inimalceurve dürfen also einen gewissen 
Werth y, nieht überschreiten, in der Art, dass die Bedingung besteht 


aan U in 
Be 


aber andererseits ist y, als Anfangspunkt des sich anschliessenden krumm- 
linigen T'heils der Minimaleurve auch der Bedingung unterworfen 


el+9) 
pn 


0 


1 
y3 

Die bisher gefundenen Bedingungen für die Minimaleurve sind noth- 
wendig, aber nicht immer hinreichend, da man nämlich, auch wenn sie er- 
füllt sind und ein solcher Uebergangspunkt C mit der Ordinate y, vorhanden 
ist, zu einer unendlich nahen Curve kommen könnte, welcher ein noch 
kleinerer Widerstand entspricht, indem man g in der Nähe von y, endliche, 
sonst aber unendlich kleine Werthe ertheilt. Jedenfalls muss aber dann 
diese Nachbarceurve, wenn sie Minimalcurve ist, auch den aufgestellten Be- 


wo ist. 





# TE. 
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dingungen genügen, und zwar auch, wenn man die Endpunkte A und B 
so nahe an C heranrückt, dass andere Unstetigkeiten nicht vorkommen. 
Dies letztere trifft zu, weil jeder Theil einer Curve, welche Minimaleurve 
für ihre Endpunkte ist, selbst Minimaleurve für seine Endpunkte ist. Sind 
nun (Figur 4) ACPB und AC’B zwei derartige Verbindungen, und ist die 
Ordinate y, des Punktes C kleiner als die Ordinate y, des Punktes C’, so 
gehört die durch Rotation der Geraden AC entstehende Zone, ein abge- 
kürzter Kegel, beiden Flächen an, liefert also denselben Widerstand. Der 
durch den Bogen CPB erzeugten Fläche aber entspricht ein kleinerer 
Widerstand, als der durch die gemischte Linie CC’B erzeugten, weil erstere 
sogar dann der Minimalbedingung genügt, wenn man für q kleinere Werthe 
als o& zulässt, letztere aber gewiss nicht. Es tritt deshalb für die Uebergangs- 
ordinate y, die Bedingung hinzu, dass sie so klein wie möglich gewählt werden 


muss. Also muss auch g, so klein wie möglich gewählt werden. Ist nun 


1 ” “ .. * r “ [2 
ea — ——, 80 ist der Kleinste mögliche Werth ,,=e, und der geradlinige 
Tiya 


Theil setzt sich ohne Riehtungsänderung in den krummlinigen Theil fort, 


ist also Tangente des letzteren im Uebergangspunkte y,. Ist dagegen 
1 . . .. . v 1 » * 

eo < a m ist der kleinste mögliche Werth =, und es findet bei y, 
E x 


eine plötzliche Riehtungsänderung der gesammten Minimaleurve statt. In 
beiden Fällen aber ist der Werth von y, eindeutig bestimmt. Es kann 
demnach nur eine solche Uebergangsstelle in der Minimaleurve vorhanden sein. 

Man kann als allgemeines Resultat dieser Untersuchung aussprechen: 

Möglich als Minimaleurve zwischen zwei gegebenen Endpunkten A 
und B (welche in ihrer Lage den anfangs ausgesprochenen Beschränkungen 
unterworfen sind) ist nur ein Linienzug, zusammengesetzt aus einem von A 
ausgehenden geradlinigen Theile AC mit der Richtungszahl «© und einem Bogen 
einer Newtonschen Minimalcurve CB, der sich an den geradlinigen Theil 
entweder ohne Richtungsänderung ansetzt, nämlich wenn « E ‚ oder doch 

a i a a ei 

wenigstens, wenn jenes nicht möglich ist, weil © < —-. gegeben ist, mit der 


Y» 
denkbar geringsten. Es kann sich aber auch in gewissen Fällen der yerad- 
ne T, 


Y,Y, 


linige Theil, und in einem ganz singulären Falle, nämlich wenn « — 
ist, der krummlinige Theil auf Null redueiren. 
Nun lassen sich aber zwei gegebene Punkte stets nur durch einen 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 1. 2 
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einzigen Linienzug der eben charakterisirten Art verbinden, wie man aus 
folgender Betrachtung erkennt. Zunächst ist klar, dass sich zwei ver- 
schiedene Newtonsche Bogen, die derselben Rotationsaxe entsprechen, nicht 
in einem Punkte berühren können. Denn sind e und ce’ ihre beiden Parameter, 
ec, und ec, die beiden Integrationsconstanten für x, und sei xy der Berührungs- 
punkt, q die Riehtungszahl der gemeinschaftlichen Tangente, so muss sein 


eA+q) _ e1+g) 


Key q : q ) 
3 j ei 
= c(7 g’+g’—Ing) +4,=6 (3 tg —Ing) +6. 


Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass € = c, aus der zweiten, 
dass ec, =c, ist. Also ist es unmöglich, dass die beiden Curven verschieden 
sind. Daraus folgt aber weiter, dass sich durch zwei Punkte AB einer 
Newtonschen Curve keine andere Newtonsche Curve legen lässt; denn da 
in beiden die Ordinaten mit den Abseissen wachsen, müsste es sonst mög- 
lich sein, durch Verschiebung des einen Bogens parallel der z&-Axe ihn in 
solche Lage zu bringen, dass er den andern, unverschobenen Bogen in 
einem Punkte berührt. Es können auch nicht zwei von derselben Geraden 
mit der Richtungszahl &« in verschiedenen Punkten C und €’ mit gleicher 
Richtung q, abgehende Bogen einer Newtonschen Curve sich in einem 
Punkte B treffen. Denn sei S der Durchschnitt der Geraden CC’ mit der 
xz-Axe, dann ist S der Aehnlichkeitspunkt für die beiden Newtonschen 
Uurven; also muss die Gerade SB, welche von jedem der beiden in Be- 
tracht kommenden Curvenbogen, für welche qg >, ist, nur einmal ge- 
troffen wird. in zwei verschiedenen Punkten B und B’ getroffen werden. 
Andere Möglichkeiten sind nicht vorhanden, also ist nur eine Verbindungs- 
art möglich. Da wir andererseits bereits gesehen haben, dass ein Minimum 
existiren muss, so ist das gestellte Problem stets auf eine und nur auf 


eine Art lösbar. 


rn n T. -—LIL . . .. 4 
In dem Grenzfalle, dass =——- = « ist, ist überhaupt nur die gerad- 


YyYı 
linige Verbindung der Punkte A und B mit den Bedingungen verträglich, 
also ist von einem Minimum dann keine Rede mehr. Ist noch speeieller 
2. ®, 
y.—Y, | 
und ihre Rotationsfläche ein concentrischer Kreisring. Der Widerstand ist 
dann geradezu ein absolutes Maximum für gegebene Endordinaten. 


—e=0(0, so ist nur die zur Axe senkrechte Gerade AB möglich, 
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Wir wollen zum Schluss noch die Gleichungen aufstellen, welche 
sich zur Bestimmung der Constanten, der Coordinaten eines veränderlichen 
Punktes der Minimaleurve und des Minimalwiderstandes selbst ergeben. 
Rücksichtlich des Luftwiderstandes ist zu bemerken, dass, wenn die Minimal- 
eurve einen geraden Bestandtheil hat, der entsprechende Widerstand für sich 
berechnet werden muss (vergl. S. 3); hieraus entsteht das erste Glied in 
der Klammer bei den Formeln (XI.) und (X11.) für W. Die übrigen Glieder 
rühren von dem gekrümmten Theil der Minimaleurve her. Der Widerstand, 
welcher irgend einem Bogen der Newtonschen Curve entspricht, ergiebt 
sich, wenn man y durch g ausdrückt und die Grenzen berücksichtigt, 
folgendermassen: 


W= Wıne’ /" (sg +10g+ E. - )dg, 
gg; 
0: 
ein Integral, dessen Berechnung die in den Formeln angegebenen Werthe 
liefert, wenn man die untere Grenze dem betrachteten Fall entsprechend 
wählt. 
Wir wählen den Anfangspunkt so, dass die Abseisse x, des ersten 
Punktes (A) gleich Null, also x, = «a ist, und unterscheiden drei Fälle: 
I. Wenn die Minimaleurve durchweg gekrümmt ist, so ist: 


e(1+4:)' e(1+9)' | 
nn JE ——— 5) ZZ - — r 2 _ > ( - n 104 i = 
q, ’ Y: Q, 9 1: } 3 
97,4 (a2 2 9: 
a= [ia -)+E-g)—In |; 


Yı 


Hierdurch sind e,, g, und q, bestimmt. Alsdann ist 





X. ılar N. 8 I N, 1 I\ < (, 
(X.) W = We | 3(-g)+5&-g)+ g; rn) -2In - |: 
Die laufenden Coordinaten sind: 
e(1+g°)' 3 Br Zu 8 ( 
gs 2 u a 5 el 4(-g)+(g —q)—In e |. 
| (= gq bis g=g.). 


Il. Wenn die Minimalcurve aus einem geraden Theil mit der Rich- 


/ 


5 f h R 
tungszahl « — u und einem sich ohne Richtungsänderung anschliessenden 
} 


Curvenbogen besteht, so ist 


2% 
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Ce 1-+a’ 2 c 1+ g R 
a, = ER, = (w-n)e, 


a = (y-me+elig-)+g-e)In %]. 
Hierdurch sind e, y,, &, g, bestimmt. Alsdann ist 


) ») 1 2f: "/.2 2 
W= Win.| Win) ira '® (Kai e)+5(gi-e) 


4-42) 


Die laufenden Coordinaten sind: 
) für den geraden Theil (von y, bis y,): 
z = aly=yı); 
2) für den krummen Theil: 


ıD 3 = al y)telKg- + )—InT], 


(g=e bis q=9g). 


= 





III. Wenn die Minimaleurve aus einem geraden Theil mit der Rich- 


1 . . .. . . .. . 
tungszahl a << —— und aus einem mit plötzlicher Richtungsänderung sich 
Y> 


anschliessenden Curvenbogen besteht, so ist 


= ER, ende, 


Q: 
= (y-y)atelH(E-H+E-H—1IngV3] 
Hierdurch sind e, 9,, z, und g, bestimmt. Alsdann ist 


hr 1 
W = Wın. wi) ire 


| ; 1 = 
+e(d@-D+5@-D+(4-3)+21n918)]- 
Die laufenden Coordinaten sind: 
1) für den geraden Theil (von y, bis y,): 
2 = a(y—Yı); 
2) für den krummen Theil: 


(1-49?) i i 
I ea wW+e HE -H-Ingr3], 
; 1 \ 
1 ken 


XI.) 
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Anwendung auf Geschossspitzen. 


Handelt es sich nun um die Frage, welche Form eine Geschoss- 
spitze haben muss, damit sie bei gegebener Länge 2, = a und gegebenem 


o’D 
Kaliber 2y, einen möglichst geringen Widerstand erleide, so ist in der 
vorigen Untersuchung zunächst y, = 0 zu setzen, und wenn nicht aus anderen 
Gründen, welche mit dem Luftwiderstande nichts zu thun haben, eine andere 
Form des vordersten Spitzentheils gefordert wird, was aber stets eine Ver- 
mehrung des Minimalwiderstandes bedingt, so ist, wie wir oben gezeigt 
haben, qg nur an die Beschränkung geknüpft, dass es lauter positive Werthe 
mit Einschluss der Null annimmt. Es ist mithin «= 0 zu setzen. Da keine 
Newtonsche Curve die Axe trifft. und a <- z ist, tritt dann stets der dritte 
.) 

der oben besprochenen Fälle ein, und die Minimaleurve setzt sich zusammen 
aus einer von der Axe ausgehenden, zu ihr senkrechten Geraden AC=y 
und einem Bogen einer Newionschen Curve CB, welcher unter einem 
Winkel von 30° gegen die Verlängerung dieser Senkrechten nach hinten 
zu abgeht, und zwar anfangs mit ausserordentlich scharfer Krümmung. 

Es ergiebt sich also als Form der Oberfläche der Spitze eine ebene 
Kreisfläche vom Durchmesser 2y,, welche wir die Stirnfläche nennen wollen, 
an welche sich mit scharfer Kante die Rotationsfigur der Newtonschen (urve 
ansetzt, welche ebenfalls mit einer Kante in den eylindrischen Theil der 
Oberfläche übergeht. Wir wollen zur Erläuterung dieses in mehrfacher 
Hinsicht überraschenden Resultates noch folgende Ueberlegungen anstellen. 

Je grösser man bei gleichem Kaliber die Länge der Spitze wählen 
kann, desto kleiner ist der Minimalwiderstand W. Denn sei (Figur 5) ACBE 
der vordere Theil des Axenprofils eines Geschosses, und zwar ACB Minimal- 
eurve für die Endpunkte A und 5, während BE parallel der Axe ist, so 
ist ACBE nicht Minimaleurve für die Endpunkte A und E. Um diese 
vielmehr zu erhalten, verlängere man die Newtonsche Curve CB bis zum 
Punkte F, ihrem Durchschnitt mit der Geraden AD, und construire in Bezug 
auf A als äusseren Aehnlichkeitspunkt den Bogen GE, ähnlich und ähnlich 
liegend mit CF. Dann ist AGE Minimaleurve für die Endpunkte A und E, 
ihre Rotationsfläche erleidet also einen kleineren Widerstand, als die der 
Linie ACBE. 

Könnte man demnach das Geschoss seiner ganzen Länge nach zu- 
spitzen, so würde dies in Hinsicht auf den Luftwiderstand am günstigsten 
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sein. Dies ist aber aus anderen Gründen unstatthaft. Es darf vielmehr die 
Länge der Spitze einen gewissen Bruchtheil der Länge des ganzen Ge- 
schosses nicht überschreiten. 

Dieser Umstand ist auch bei der folgenden Erwägung mit zu be- 
rücksichtigen. Man ist vielleicht zu dem Einwande geneigt, dass das Re- 
sultat, welches wir ausgesprochen haben, nicht richtig sein könne, weil 
man ja den Widerstand noch kleiner machen kann, wenn man auf die Stirn- 
fläche einen Kegel setzt. (Gewiss wird alsdann der Widerstand kleiner, 
aber auch die Geschossspitze länger. Lässt man aber diese grössere Länge 
der Geschossspitze zu, so giebt die jetzt eben gewählte Form gar nicht 
den Minimalwiderstand, sondern die Minimaleurve ist wieder wie oben zu 
eonstruiren. 

Die oben erwähnte, in Figur 5 erläuterte Construction zeigt, wie es 
möglich ist, mit Hülfe einer einzigen, für einen beliebigen Parameter e con- 
struirten Curve, wenn Kaliber und Spitzenlänge gegeben sind, das Axen- 
profil der Geschossspitze mit kleinstem Widerstande graphisch herzustellen, 
und zwar, indem man eine gewisse, zur gegebenen Curve ähnliche und 
ähnlich liegende Curve zeichnet. Dies letztere kommt aber nur auf eine 
Aenderung des absoluten Massstabes der ganzen Zeichnung hinaus. Abge- 
sehen vom absoluten Massstabe kann man also an einer einzigen Curve alle 
Spitzenformen übersehen, welche minimalen Widerstand erleiden. 

In Figur 6A ist eine Newtonsche Curve CD für e= 3mm, in 6B für 
ce = 2mm construirt, und zwar symmetrisch zu beiden Seiten. Legt man 
nun durch diese Figur im Abstande AD=x einen Querschnitt BB senk- 
recht zur Axe, dessen Länge gleich 2y ist, so ist ACBDBCA der Axen- 
querschnitt der Geschossspitze mit der Höhe x und dem Kaliber 2y, welche 
kleinsten Widerstand erleidet. Wir messen nun die Länge der Spitze x 
und den Durchmesser der Stirnfläche 2y, durch das Kaliber als Längen- 


einheit und setzen die Masszahl der Länge >-=4, die Masszahl des Stirn- 


2y 


Y _ d. Für alle dem betrachteten Profil ähnlichen, in 


2y 
anderem Massstabe construirten Profile bleiben d und 4 ungeändert. Die 
ihnen entsprechenden Spitzen haben ebenfalls bei gegebenem Kaliber und 
gegebener Spitzenlänge kleinsten Widerstand. Um die Widerstände der 
verschiedenen Spitzenformen unabhängig vom absoluten Massstabe ver- 


gleichen zu können, beziehen wir sie auf den Maximalwiderstand bei 


durcehmessers 








DZ 


SW 
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j) 


gleichem Kaliber als Einheit. Dieser Widerstand ist Y= W,.ny‘. Ist der 
Minimalwiderstand W, der Widerstand anderer Spitzenformen von gleichem 


9 

Kaliber und gleicher Höhe W,, W, u. s. w., so erhalten wir für sie die Mass- 

W W W, Ba ervebe ich alsd: ro. 
zahlen y zu 0, a4 == W,. "y u 0), u.8. W. Pr») erge en Sich Aaisdann aus 
unseren allgemeinen Untersuchungen folgende Gleichungen: 

AP {- g?’— Ing — 0,96597 
& . 4 q7r1q49 7 ‚IODDI: 
(XIII) i=--= rn 
-y I), (1 TE7 
2 - 
rrir\ bei 3.0720 
XIV) de — - 
21 (1-+g°) 
q 
> 1 
\ q'’+ 5qg’+ — + 21Ing + 5.74688 
ER n „ li a ee 
XV) w=—- => NET 
y } Wny‘ [ 1-+g°)’ | 
- q = 


In der oben eitirten Abhandlung im Archiv für Artillerie- und 
Ingenieur-Officiere ist eine Tabelle für die Coordinaten der Minimaleurve. 
die Widerstände entsprechend den Werthen q = = SELL LE... DIE SS, 

3 
sowie die Grössen 4, Ö und & mitgetheilt. Wir beschränken uns hier auf 
folgende drei Beispiele: 

Ist die Länge der Spitze A = 0,66620, d.h. rund 2 Kaliber, so hat 
die Endtangente in B die Richtungszahl q = 2,2 und den Riehtungswinkel 
r = 65"33’, der Durchmesser des Stirnkreises d ist 0,19863, also fast genau 
1 Kaliber, der Minimalwiderstand beträgt 0,27824, d.h. nicht ganz 28 
des Maximalwiderstandes. Dies ist eine verhältnissmässig Aurze Spitze 
(BDBCA). Ist dagegen 4 = 1,01527, oder rund ein Kaliber (Spitze ron 
mittlerer Länge B,D,B,CA), so ist qg=3, r= 1134; d = 0,09238, also 
nicht ganz „1; Kaliber, ® = 0,15710, d.h. nicht ganz 16°, des Maximal- 
widerstandes. Ist endlich 4 = 1,3029 oder rund 1,3 Kaliber (lange Spitze 
CB,D,B,CA), so ist qg = 3,7, r= 14'553, d = 0,05279, also etwa „1; des 
Kalibers, und »® = 0,10524, also etwas über 101”, des Maximalwider- 
standes. 


Vergleichung mit anderen Spitzenformen. 
Wir wollen zur Vergleichung einige andere Spitzenformen tür die 
drei eben besprochenen Werthe von 4 in Betracht ziehen, und zwar zunächst 
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drei solche Spitzen, welche beim Kaliber 1 und der Länge 4 eine Stirn- 
fläche mit dem Durchmesser d haben, wie die Minimalfläche, und die wir 
als stumpfe (seschossspitzen bezeichnen wollen, alsdann die entsprechenden 


scharfen Spitzen, für welche d=0 ist. 


: n . i W s 
Der Maximalwiderstand Y für das Kaliber 1 ist en Dieser 


Werth wird, wie oben, als Einheit gewählt, um die Widerstände zu messen. 
Wir setzen ferner der Abkürzung wegen 1—-d = 
l) Um den Widerstand der stumpfen eonischen Spitze zu erhalten, 


) 2) 
setzen wir Winkel CBD=9, dann ist tg9 = -—- und 


ß 
ö _° | et 
BR — 4 ) A re. " cos — 608I°+d’sin 9. 


ui Yausz Y IND 


2) Der Mantel des stumpfen parabolischen Ogivals (Figur 7) wird 
erzeugt durch einen Parabelbogen CB. Der Punkt B ist Scheitel der Parabel, 
die Scheiteltangente BR ist der Axe parallel. Fällt man vom Punkte 


der Parabel mit den Coordinaten x und y Senkrechte auf BD und BR 
und nennt sie « und e®, so ist 


u° 2v 


RR: OR - = — 
=3-y und 5 FR 


mithin 


ferner ist 


also 1+g’ = 


Y2v3 


so dass wir erhalten 





2yd 
. We 2y Y. 
3 14 I 
2 er 
oder wenn man y durch e ausdrückt und die Integration ausführt: 
a g° 
BE UR BR w ey 
wo, = 1+24 r, (1+ 7 )In(14 j ) 


3) Der Mantel des stumpfen Kreisogivals (Figur 8) wird erzeugt 
durch einen Kreisbogen CB, dessen Tangente in B parallel der Axe ist. 
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Sei e der Radius des Kreises, so ist 


z 2 = 2? 
0° = (e- . )ra, also e= F + . 


Ferner findet man 


sine = Z+1— : 
0 2 


- 


mithin 
be Ye pe 1 > vr. y 
1+qQ° 457 >. 0 40° ae 1 569 ) 
und 
W, 0° 2 1 1 2 y? 
full ar 


oder nach Ausführung der Integration und kleinen Umformungen: 
et rn [64 11-09) —8(2g- 1)(1-0)-3(1-0)]. 


4) Um aus diesen drei Formeln diejenigen für die entsprechenden 
scharfen Spitzen zu erhalten, setzen wir d=(0 und erhalten: 

a. für die scharfe Kegelspitze: 

tg9° = 24; 


! » 
0, = C08F°: 


b. für das scharfe parabolische Ogival: 
a, 14282214 )In(1+ 17); 
c. für das scharfe —.—. Ogival: 


' 2 ' 5 ga? +1 
a a 


Nach diesen Formeln ist die nachstehende Tabelle berechnet, und 
zwar für drei verschiedene Werthe von A, nämlich: 


A für A = 0,66620, d.h. rund 2% Kaliber (kurze Spitze). 

B für A = 101527, d.h. rund 1 Kaliber (mittlere Spitze). 

C für 4 = 1,3029, d.h. rund 1-3, Kaliber (lange Spitze). 

Für die stumpfen Spitzen ist d ebenso gross wie in der entsprechen- 


den Minimalfläche genommen. 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 1. > 
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Die Widerstände sind angegeben I in Procenten des Maximalwider- 
standes für gleiches Kaliber. Um die Vergleichung zu erleichtern, sind 
rechts II die Widerstände noch einmal, aber gemessen durch den entsprechen- 
den Minimalwiderstand als Einheit, angegeben. 


Die Widerstände einiger Spitzenformen. 











In Procenten 


des Maximalwiderstandes 


A 


Kurz 


() 
A 


>= 
Mittel 


( v 


Lang 


II 
(Gemessen durch den 
entsprechenden Minimal- 


widerstand 


0, 


(' 


Kurz Mittel Lang 


| 





Länge A im Verhältniss zum Kaliber 
der Stirnfläche d für die 
vier stumpfen Spitzen im Verhältniss 


Durchmesser 


zum Kaliber 


0,66620 


0,19863 


1,01527 


' 0,09238 


1,3029 


0,08909 


0,66620 | 0,01527 | 1,3029 


0,19863 | 0.09238 | 0,08909 





Minimaltläche 

Stumpfer Kegel 
Stumpfes Parabel-Ogival 
Stumpfes Kreis-Ogival 


Spitzer Kegel 


27,84 9/, | 


29,90%, 


15,71%, | 


m-omo0) | 
1 1,Od /o 


34,40%, | : 


om 


34,99 0 5 


36,03%, |: 


10,52%, 
11,92 fo 


14,87%, 


| 15,26 °/, 


12,84%), 


1 1 4 
1,06 
1,25 
1,35 
1,29 
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Spitzes Parabel-Ogival 


37,93%, | : 
39,37%, 123, 


»0/ | 1A 970 
15,27 /o 


15,720, 


1,36 
1,41 





Spitzes Kreis-Ogival 








Maximalwiderstand . 


3,95 








Aus dieser Tabelle geht hervor, dass, wie zu erwarten war, die 
Widerstände der verschiedenen Spitzenformen um so geringer sind, je weniger 
sich diese Formen von der entsprechenden Minimalfläche unterscheiden. 
Die stumpfen Spitzen mit passend gewählter Stirnfläche geben geringeren Wider- 
stand, als die entsprechenden scharfen. Die allmähliche Ueberführung der 
Spitze in den cylindrischen Theil ist zur Ueberwindung des Luftwiderstandes 
nicht von Vortheil. Das spitze Kreisogival, wie es bei den Geschossen 
praktisch in Gebrauch ist, ist von den in Betracht gezogenen Formen 
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verade die ungünstigste zur Ueberwindung des Luftwiderstandes. Auch 
sind die Differenzen der Widerstände für die verschiedenen Spitzenformen 
bei gleicher Länge so gross, dass es fraglich ist, ob sie durch anderweitige 
Umstände ausgeglichen werden können. 

Es ist in der vorhergehenden Untersuchung weiter keine beschränkende 
Bedingung für die Geschossspitze aufgestellt. als diejenige, welche sich 
aus der Natur des Problems mit Nothwendigkeit ergiebt, dass nämlich q 
nicht negativ sein darf. Ist aber aus irgend welchen Gründen, z. B. wegen 
des Eindringens in einen Panzer, eine scharfe, vorn eonisch endende Spitze 
erforderlich, so kann die Minimalaufgabe, unserer ersten allgemeinen Ent- 
wickelung gemäss, ganz ebenso gelöst werden, sobald die der Kegelseite 
entsprechende Richtungszahl g= « gegeben ist. Je grösser aber der gegebene 
Werth von « ist, desto grösser wird bei gleichem Kaliber und gleicher 
Länge der Spitze der Minimalwiderstand. Ist andererseits ein bestimmter 
Durchmesser des Stirnkreises vorgeschrieben, der grösser ist im Verhältniss 
zum Kaliber, als das dem gegebenen Werthe von 4 entsprechende d, so 
ist 7 von vornherein > 30", und die Minimaleurve ist den Gleichungen (X.) 
entsprechend zu berechnen. 


Es ist schon anfangs darauf hingewiesen worden, dass die Voraus- 
setzungen, auf denen die Rechnung beruht, in Wirklichkeit nur angenähert 
zutreffen. Der Einfluss der Reibung der Luft und der Bewegung der ab- 
fliessenden Lufttheilchen, namentlich auch deren Rotation, ist nicht berück- 
sichtigt. Der Einfluss des negativen Druckes würde zur Procentzahl des 
Widerstandes jeder Spitzenform einen gewissen, möglicherweise sogar von 
der Geschwindigkeit abhängigen Summanden zufügen, aber auf die Frage 
nach der günstigsten Form der Spitze wohl keinen bedeutenden Einfluss 
haben, wie bereits oben erörtert worden ist. Vor Allem aber bleibt die 
(seschossaxe nicht dauernd in der Richtung der Tangente der Flugbahn: 
sobald sie aber dazu schräg steht, ist der Widerstand ein ganz anderer. 
“ine Berücksichtigung dieser Einflüsse aber würde selbst unter verein- 
fachenden Hypothesen zu ausserordentlichen Schwierigkeiten führen. — Der 
erste T'heil der Flugbahn entspricht indessen mit grosser Annäherung der 
Bedingung, dass die Geschossaxe die Richtung der Bahntangente hat, und 
da in diesem Theil die Geschwindigkeit am grössten ist, mithin der Luft- 


37% 


> 
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widerstand am wirksamsten, so wird es nützlich sein, dafür zu sorgen, dass 
wenigstens für diesen Theil der Bewegung der Luftwiderstand so gering 
wie möglich ausfalle. 


Bemerkung über verschiedene Widerstandsprobleme. 


Man hat die Bedingung, dass die Endpunkte der Meridianeurve 
gegeben sind, durch andere Bedingungen ersetzt. So hat z.B. Herr F. A. 
Tarleton (Phil. Mag. (4) XXXIV, Referat: Fortschritte der Physik XXIII, 1867) 
statt dessen die Bedingung verlangt, dass die Endordinate, also die Basis 
(des Rotationskörpers gegeben, die Anfangsordinate y, = 0 und das Volumen 
des Rotationskörpers constant sei, und hat als Meridian eine Ranke einer 
Hypocykloide mit drei Spitzen gefunden, welche die Axe zur Rückkehr- 
tangente hat. Neuerdings hat Herr Starkoff in mehreren russisch ge- 
schriebenen Abhandlungen (Denkschriften der Odessaer Gesellschaft Bd. V 
und VI, Referat: Fortschritte der Mathematik Bd. XVI und XVII) dafür 
die Bedingung gewählt, dass bei gegebener Basis des Rotationskörpers der 
Flächeninhalt der Meridiancurve, welche bis zur Axe reichen muss, con- 
stant sei. Man kann auch die Ordinaten der Endpunkte der Meridiancurve 
und den Mantel der Rotationsfigur, oder dieselben Ordinaten und die Länge 


des Meridianbogens als gegeben voraussetzen. Als Minimaleurve ergiebt 
sich bei gegebener Oberfläche eine Gerade, bei gegebenem Bogen eine 
Uurve, welche in unserer Bezeichnung dargestellt ist durch die Gleichungen: 


Po 


c 2sint sinT mi 
ya ie a EM Eng Te 


cost?’ cosr* cosT’ l+sinr 


und welche, wie ich aus einer Notiz in einer französisch geschriebenen 
Abhandlung des Herrn Starkoff (Bulletin de la Societ€ Mathem. de France 
XIll, 1884—1885, Seite 133) ersehe, bereits von Legendre gefunden zu sein 
scheint. Diese Curve muss übrigens nöthigenfalls vom Punkte =0, y=c 
aus durch eine Senkrechte zur y-Axe bis zur gegebenen Anfangsordinate 
fortgesetzt werden. Bei allen diesen Problemen gelten dieselben Erwägungen 
in Bezug auf q, wie wir sie für das Newtonsche Problem entwickelt haben. 
Lässt man für q beliebige Werthe zu, so kann man bei gegebenem Volumen 
oder bei gegebenem Inhalt der Meridianfläche durch Ziekzacklinien, oder 
ydy 


dureh Linien wie in Fig. 2 erreichen, dass das Integral / Kr, beliebig 
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nahe an Null kommt. Bei gegebenem Mantel der Rotationsfigur oder ge- 
gebener Länge des Meridianbogens hat zwar der Widerstand ein von Null 
verschiedenes Minimum, aber man kann der Meridianeurve unbegrenzt viele 
Gestalten geben, da man jeden beliebigen Bogen einer Minimaleurve stets 
dureh sein Spiegelbild gegen eine zur z-Axe senkrechte Gerade ersetzen 
kann, wie dies Herr Walton bei der Newtonschen (urve gethan hat. Nimmt 
man aber die auf Seite 4 sachlich begründete Bedingung qg — 0 hinzu, so 
giebt es stets ein von Null verschiedenes Minimum, und auch die Meridian- 
eurve wird, bis auf einen gewissen Fall, den wir noch besprechen werden, 
eindeutig bestimmt. Ich glaube, dass erst durch diese Beschränkung, die 
ich in keiner der früheren Bearbeitungen angedeutet finde, die Untersuchung 
einen befriedigenden Abschluss erhält. Uebrigens kann auch bei diesen 
vier Problemen die Entwickelung ganz analog der oben bei dem Newton- 
schen Problem angewendeten Methode durch Benutzung des Taylorschen 
Satzes geschehen; es ergeben sich dann die Resultate in ebenso einfacher 


Weise. Bei den beiden letztgenannten Problemen ist es bequem, statt der 


Grösse q die Grösse «= Y1+g’ = in die Rechnung einzuführen. Ist 


cost 
dann «= 1, so darf die Variation von « nicht negativ gewählt werden, weil 
sonst g imaginär würde. 

Sind Stellen vorhanden, in welchen q (oder ») unstetig ist, so kann 
die Variationsrechnung nichts entscheiden, weil genau wie wir es oben ge- 
zeigt haben, alsdann auch endliche Veränderungen von g (oder w) zuge- 
lassen werden müssen. Hier müssen dann andere Betrachtungen hinzu- 
kommen, wie wir sie oben auch anwenden mussten. 


Die Lösung der Tarletonschen Aufgabe, welche übrigens auch in die 
Aufgabensammlung von Sohncke, vierte Auflage, Halle 1877, herausgegeben 
von Amstein, Theil lI, Seite 279 übergegangen ist, ist dahin zu ergänzen, 
dass man an die von der Axe als Rückkehrtangente im Punkte A aus- 
gehende Hypoeykloidenranke im anderen Endpunkte der Ranke (Rückkehr- 
punkte) eine nach aussen führende Gerade, welche senkrecht zur Axe steht, 
ansetzt. Nur bei hinlänglich grossem gegebenem Volumen fällt der End- 
punkt des Meridians in den hypocykloidischen Theil, bei verhältnissmässig 
kleinem Volumen dagegen fällt er auf den geradlinigen Theil. Im letzte- 
ren Falle entspricht dem geradlinigen Theil zwar das Volumen Null, er 
ist aber nöthig, damit die Endordinate die vorgeschriebene Grösse erhalte. 
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Das Resultat, welches Herr Starkoff bei seinem Problem gefunden 
hat. ist mir nieht zugänglich gewesen. Ich theile aber das Resultat mit, 
wie ich es nach meiner Methode gefunden habe, da dieser Fall theoretisch 
besonders interessant ist. Hierbei ist vorausgesetzt, dass g— 0 sei, da bei 
beliebigem g kein Minimum existirt. Nennt man die gegebene Endordinate 
a, die gegebene Meridianfläche f, so findet man durch stetige Variation, 
dass die Meridiancurve nur aus Geraden zusammengesetzt sein kann, welche 
theils der y-Axe, theils einer gewissen anderen Richtung parallel sind, 
für welche 7 >30" ist. Es muss nun durch anderweitige Betrachtungen 
entschieden werden. welche von diesen unzähligen gebrochenen Linien, die 
nicht dureh stetige Veränderung von g, also durch unendlich kleine Werthe 
von p in einander übergeführt werden können, den kleinsten Widerstand 
leistet. Es ist aber leicht zu erkennen, dass alle Meridianlinien zwischen 
den Ordinaten Null und a, welche zusammengesetzt sind aus Geraden 7 = 0 
und ==1r,, wofern sie denselben Flächeninhalt f abschneiden, auch den- 
selben Widerstand der Rotationsfläche ergeben. Es wird nämlich 


wobei übrigens stets f<4a’tgz, ist. Der Widerstand ist also am kleinsten, 
wenn 7, möglichst nahe an 45° liegt. Ist nun f— 4a’, so ist diese Be- 


dingung nur erfüllt durch eine einzige Gerade, für welche q = 3 ist. Ist 
aber f<Ja, so kann man als Minimaleurve jede Linie wählen, welche 
aus geeradlinigen Stücken mit den Richtungswinkeln Null und 45° besteht, 
und welche den gegebenen Flächeninhalt abschneidet. Die Aufgabe hat 
also in diesem Fall unendlich viele Lösungen. 

Ob Herr Starkoff dieses Resultat auch gefunden hat, weiss ich nicht. 
Dagegen muss ich hervorheben, dass sich in der französisch geschriebenen 
Arbeit des Herrn Starkoff, Sur la resolution des problemes geometriques 
par le caleul des variations (Bull. de la Societ€ Mathematique de France 
XIII (1884—85) 8. 133 ff.) und nach dem Referat auch in den russisch 
geschriebenen Abhandlungen bedenkliche Unklarheiten und Fehler finden. 
Herr Starkoff glaubt nämlich ein Mittel gefunden zu haben, um die Ziekzack- 
linien, welche bei Minimaleurven vorkommen können, auch durch die Me- 
thoden der Variationsrechnung zu bestimmen, und zwar, indem er das Bogen- 
element ds zur unabhängigen Variable nimmt, aber die Bedingung 


dxe’+dy’ = ds’ 

















e 
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fallen lässt und nur die beiden Beschränkungen dx’ ds’, dy’ =. ds’ be- 
stehen lässt. Dieser höchst merkwürdigen Auffassung ist schon Herr Sonine 
in zwei russisch geschriebenen Artikeln (Denkschriften der Odessaer Ges. 
Bd. VI) entgegengetreten, indem er sich auf Moigno, Calcul des variations 
p. 235 bezieht, und auch der Referent in den „Fortschritten der Mathe- 
matik“* Herr Wassilieff schliesst sich diesem Urtheil an. Da mir die Gründe 
dieser Herren nicht bekannt sind, so möchte ich bemerken, was ich & 
Herrn Starkoffs Auffassungen einzuwenden habe, so weit sie in der fran- 


egen 


zösisch geschriebenen Abhandlung entwickelt sind. Ist q (nach unserer 
Bezeichnung) bestimmt, so ist de’+dy’=ds’. Wenn also de’+dy’ > ds’ 
ist, so ist die Richtungszahl g unbestimmt, also auch der diesem Elemente 
entsprechende Widerstand, so dass für die Untersuchungen jede Basis fehlt. 
Aber selbst wenn man diese Unbestimmtheit an einzelnen Stellen zuliesse, 
so müsste man doch an denselben Stellen endliche Variationen von gq zu- 
lassen, und diese sind beim Variationscaleül ausgeschlossen. Die Wahl 
der unabhängigen Variabeln bestimmt nur die äussere Form der Rechnung, 
kann aber sachlich nichts ändern. Herr Starkoff will nun seine Anschauung 
durch ein Beispiel rechtfertigen. Dies ist aber gänzlich verfehlt. Herr 
Starkoff will nachweisen, dass die Newtonsche Curve gar nicht minimalen 
Widerstand leiste, sondern eine Curve, welche er durch seine Methode findet. 
Nun kommt aber in seiner ganzen Entwickelung keine einzige Stelle vor, 
bei welcher man d.r’+dy = ds’ setzen müsste, und die Curve, welche er 
findet, ist — die Legendresche. Er hat also stillschweigend, ohne es zu 
bemerken, die Newtonsche Bedingung, dass die Endpunkte der Meridian- 
curve gegeben seien, fortgelassen, und statt dessen die Bedingung, dass die 
Bogenlänge constant sei, hineingenommen. Da Herr Starkoff diese Be- 
dingungen gar nicht erwähnt, die Constanten nicht bestimmt, namentlich in 
die Integrale, die den Widerstand ausdrücken, nicht die den Bedingungen 
entsprechenden Integrationsgrenzen einführt, so ist die von ihm angestellte 
Vergleichung der Widerstandsintegrale vollkommen illusorisch. Würde er 
zwei Punkte einmal durch einen Bogen einer Newtonschen Curve und das 
andere Mal durch einen Bogen einer Legendreschen Curve verbinden, und 
für beide die Widerstände berechnen, so würde er finden, dass der Legendre- 
schen Curve grösserer Widerstand entspricht, als der Newtonschen. 
Andererseits habe ich durch die Besprechung der fünf Widerstands- 
probleme gezeigt, dass sich dieselben sämmtlich bei gehöriger Uhnter- 
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scheidung zwischen endlichen und unendlich kleinen Aenderungen von q 
vollständig lösen lassen, und zwar selbstverständlich mit Beibehaltung 
der Bedingung dx’+dy’ = ds’. Selbst wenn unendlich oft gebrochene 
Linien als Minimalcurven auftreten, nämlich wenn man für g auch nega- 
tive Werthe zulässt, oder auch in dem oben besprochenen Fall des Starkoff- 
schen Problems findet man durch die von mir angewendeten Methoden 
alles, was zum vollständigen Verständniss und zur allgemeinsten Lösung 
des Problems erforderlich ist. 


ge ee nn a TE en 











Ueber Fundamentalgrössen in der Flächentheorie. 
(Von Herrn J. Knoblauch.) 


5. 


Untersucht man die allgemeinen Eigenschaften einer krummen Fläche 
unter der Voraussetzung, dass die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten 
z, y, 3 ihrer Punkte als Functionen zweier reellen, unabhängigen Variablen 
a, v gegeben sind, so wird man bekanntlich auf gewisse Verbindungen aus 
den ersten und zweiten Ableitungen von x, y, z nach x und » geführt, 
welche wegen ihrer grundlegenden Bedeutung für die in Rede stehenden 
Untersuchungen als Fundamentalgrössen bezeichnet werden. Die sechs von 
Gauss eingeführten Grössen sind durch die Gleichungen definirt: 
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in welchen unter If(z,y,2z) der Ausdruck f(z, y, 3)+f(y, 2, 2)-+f(z, x, y) 
verstanden wird. Von ihnen hängen diejenigen geometrischen Bestimmun- 
gen ab, welche in der Theorie der Krümmung der Flächen betrachtet 
werden, und namentlich sind die Summe und das Produet der Hauptkrüm- 
mungen durch einfache algebraische Functionen von E, ... D" gegeben. 
Schon der Ansatz der Gleichungen (1.), (2.) setzt eine Anzahl von Eigen- 
schaften der (reellen) Functionen x, y, 3 voraus: sie missen nebst ihren 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung für alle Werthepaare (w,v) eines 
gewissen Bereiches endliche, bestimmte Werthe haben, und es muss ferner. 
damit D' eindeutig bestimmt sei, die Gleichung 
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für g=z, y, » stattfinden, wofür die Stetigkeit der beiden einander gleich- 
gesetzten Differentialeoefficienten hinreichend ist. Die Grössen E, G, sowie 
der ebenfalls als Quadratsumme darstellbare Ausdruck 
EG-F’=-T 

werden für alle Punkte des betrachteten Bereiches als positiv angenommen. 
Wie die verschiedenen, für die Flächentheorie nöthigen Annahmen sich geo- 
metrisch interpretiren lassen, soll hier nicht entwickelt werden; ausführliche 
Erörterungen über diesen Gegenstand finden sich z. B. in der Abhandlung 
des Herrn Beltrami: Delle variabili complesse sopra una superficie qua- 
lunque [Annali di Matematica, Serie II, T.1, p. 329 (1867)). 

Die Fundamentalgrössen erster Ordnung hängen mit dem Linien- 
element ds der Fläche durch die Gleichung 


(3) ds’ = Edw-+2Fdudo+Gdv’ 
zusammen. Sie bilden also die Coefficienten einer beständig positiven, bi- 
nären quadratischen Differentialform. Führt man an Stelle von a, v andere 
krummlinige Coordinaten «', vo ein, welche mit den ersteren durch zwei 
Gleichungen verbunden zu denken sind, und setzt 

ds’ = E’du”+2F' du dv’ +@'do”, 

so gelangt man zu Formeln für die Transformation von E, F, @ einfach 
dadurch, dass man die linearen Substitutionen 
, _ ou 


Mu 


du + Se de = adu-+Pdv, 


| du 
(4.) 


| ; ov' ov' 
Ir = du+ do = ydu+ddv 
einführt und die Coefficienten von du’, 2dudv, dv’ in beiden Ausdrücken 


von ds’ vergleicht. So ergiebt sich 
E = Ee’+2Foy+@'y”, 
(d.) F = Eaß+F(ad+Ppy)+@G'yo, 
G = E'P+2F'Pd +0”. 
Durch Auflösung nach E', F, @ würden diejenigen Gleichungen folgen, 
welche Gauss am Schluss des Art. 21 der Disquisitiones generales eirca 
superficies curvas gegeben hat. 

Auch die Grössen D, D', D" stehen mit einer quadratischen Diffe- 
rentialform in Zusammenhang. Denn bezeichnet man mit oe den Krüm- 
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mungsradius desjenigen, durch den Punkt (we) gehenden Normalschnitts, 
welcher durch das Verhältniss du: do bestimmt, und dessen Bogenelement 
ds ist, so hat man, wie bekannt, 


(6.) VEG-F — Ddu’+2D'dude-+D" dv’. 
Doch besitzt die linke Seite hier nicht, wie in der Gleichung (3.), eine 
von der Wahl der Coordinaten unabhängige geometrische Bedeutung. In 
Folge dessen kann auch die Transformation der Gaussschen Fundamental- 
grössen zweiter Ordnung nicht unmittelbar aus (6.) geschlossen werden, 
Dividirt man dagegen von vornherein beide Seiten der Gleichung durch die 
(positiv angenommene) Grösse T und setzt 


en a ZEN 
YEG—F’ YEG—F’ YEG—F’ 





so wird: 


8.) er — Ldu--2Mdudo-+Nde‘, 


und aus der Unveränderlichkeit der linken Seite beim Uebergange zu neuen 
Coordinaten folgt jetzt, dass die Transformationsformeln für Z, M, N die- 
selben bleiben wie die für E, F, @, nämlich: 


'L= Le’+2Moy+N'y, 
(9.) M = Laß+M'(ad+ßy)+N'yd, 
(IN = LP®+2M'Bd+N'd”, 





Behielte man die Gaussschen Grössen bei, so würde rechts noch die Fune- 
tionaldeterminante 
od—Py = A 
als Factor auftreten; sie fällt durch Hinzunahme der aus (A.) folgenden 
Gleichung 
EG—F’ = (E@—F”)P 
heraus. 

Für die allgemeine Flächentheorie sind die Transformationsgleichun- 
gen in der Form (9.) von besonderer Wichtigkeit. Daher empfiehlt es sich, 
L, M, N an Stelle von D, D', D" als Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung zu verwerthen, was in neuerer Zeit von Herrn Hoppe |Prineipien der 
Flächentheorie, Leipzig 1876] durchgeführt worden ist. Zum ersten Mal 
scheinen jene Grössen von Herrn Brioschi [Sulla teoria delle eoordinate 
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für g=x, y, 3 stattfinden, wofür die Stetigkeit der beiden einander gleich- 
gesetzten Differentialeoefficienten hinreichend ist. Die Grössen E, G, sowie 
der ebenfalls als Quadratsumme darstellbare Ausdruck 
EG-F’=-T 
werden für alle Punkte des betrachteten Bereiches als positiv angenommen. 
Wie die verschiedenen, für die Flächentheorie nöthigen Annahmen sich geo- 
metrisch interpretiren lassen, soll hier nicht entwickelt werden; ausführliche 
Erörterungen über diesen Gegenstand finden sich z. B. in der Abhandlung 
des Herrn Beltrami: Delle variabili complesse sopra una superfieie qua- 
lunque [Annali di Matematica, Serie II, T.1, p. 329 (1867)). 
Die Fundamentalgrössen erster Ordnung hängen mit dem Linien- 
element ds der Fläche durch die Gleichung 
(3) ds’ = Edw-+2Fdudo+Gdv’ 
zusammen. Sie bilden also die Coeffiecienten einer beständig positiven, bi- 
nären quadratischen Differentialform. Führt man an Stelle von a, v» andere 
krummlinige Coordinaten «, vo’ ein, welche mit den ersteren durch zwei 
Gleichungen verbunden zu denken sind, und setzt 
ds‘ = E’du”+2F' du do’ +@'do”, 
so gelangt man zu Formeln für die Transformation von E, F, @ einfach 
dadurch, dass man die linearen Substitutionen 
er 


Yu! 
du = du + do = adu+Pdo, 


\ ov' 
= 


einführt und die Coefficienten von du’, 2dudv, dv’ in beiden Ausdrücken 
von ds’ vergleicht. So ergiebt sich 

[IE = Ea+2Foay+G'y?, 

5) ıF = Eaß+Flad+Ppy)+@'yd, 

(G = EP+2FPI$+ GI. 


ort 





du + de —= ydu+0ddo 





Durch Auflösung nach E', F), @ würden diejenigen Gleichungen folgen, 
welche Gauss am Schluss des Art. 21 der Disquisitiones generales eirca 
superficies curvas gegeben hat. 

Auch die Grössen D, D', D" stehen mit einer quadratischen Diffe- 
rentialform in Zusammenhang. Denn bezeichnet man mit oe den Krüm- 
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mungsradius desjenigen, durch den Punkt (we) gehenden Normalschnitts, 
welcher durch das Verhältniss da: do bestimmt, und dessen Bogenelement 
ds ist, so hat man, wie bekannt, 

Du 
e 
Doch besitzt die linke Seite hier nicht, wie in der Gleichung (3.), eine 
von der Wahl der Coordinaten unabhängige geometrische Bedeutung. In 
Folge dessen kann auch die Transformation der Gaussschen Fundamental- 
srössen zweiter Ordnung nicht unmittelbar aus (6.) geschlossen werden. 
Dividirt man dagegen von vornherein beide Seiten der Gleichung durch die 
(positiv angenommene) Grösse T und setzt 


D " 
(7.) a L, — . - = M, — u -_ = N, 
YEG—F° VEG—F° YEG—F° ! 


VEG—-F? = Dadw-+2D'dude-+D" de’. 


so wird: 


(8.) - — Ldw+2Mdude-+Nde‘, 


und aus der Unveränderlichkeit der linken Seite beim Uebergange zu neuen 
Coordinaten folgt jetzt, dass die Transformationsformeln für Z, M, N die- 
selben bleiben wie die für E, F, @, nämlich: 

'L= Le+2Moy+N'y, 

(9) ıM = LDaß+M (ad+Py)+N'yd, 

IN = LP?+2M'Bd+N'd*. 





Behielte man die Gaussschen Grössen bei, so würde rechts noch die Fune- 
tionaldeterminante 
od—Py = 4 
als Factor auftreten; sie fällt durch Hinzunahme der aus (A.) folgenden 
Gleichung 
EG—F’ = (E@—F”)f 
heraus, 

Für die allgemeine Flächentheorie sind die Transformationsgleichun- 
gen in der Form (9.) von besonderer Wichtigkeit. Daher empfiehlt es sich, 
L, M, N an Stelle von D, D’, D" als Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung zu verwerthen, was in neuerer Zeit von Herrn Hoppe |Prineipien der 
Flächentheorie, Leipzig 1876] durchgeführt worden ist. Zum ersten Mal 
scheinen jene Grössen von Herrn Brioschi [Sulla teoria delle coordinate 
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eurvilinee, Annali di Matematica, Serie II, T. 1, p. 1 (1867)] benutzt worden 
zu sein. 


Führt man die Richtungseosinus X, Y, Z der nach einer bestimmten 
Seite genommenen Flächennormale ein, setzt also 


1/0 %& Os: Yy\_ 
ah 


so lassen die Definitionsgleichungen für die Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung sich schreiben: 


9°? O’x O’T 
/ 2 WERE S) a 


llervorgehoben sei noch, dass wegen EG—-F’>0 die Grössen ZL, 
M, N gleichzeitig mit D, D’, D” den Charakter ganzer Functionen besitzen. 


2. 


Die Aufgaben, welche die Theorie der Flächen zu lösen hat, inso- 
fern nicht höhere als zweite Ableitungen ins Spiel kommen, stehen im eng- 
sten Zusammenhange mit der simultanen Transformation der beiden durch 
(3.) und (8.) definirten quadratischen Differentialformen. Diese Erkenntniss, 
welche namentlich durch die Arbeiten des Herrn Weingarten in helles Licht 
gesetzt worden ist, giebt nach zwei Seiten hin zu neuen Problemen Ver- 
anlassung. Einmal nämlich kann man nach allen Folgerungen fragen, 
welehe sich aus (5.) und (9.) unter Voraussetzung der Constanz von E, 
F, G,.... L, M', N’ ziehen lassen. Diese Frage ist gleichbedeutend mit 
der Forderung, die algebraische T'heorie der quadratischen Formen auf die 
(seometrie anzuwenden. Die zweite Art von Untersuchungen, welche als 
eine Ausdehnung der ersteren zu bezeichnen ist, nimmt nicht nur du, de, 
sondern auch x, vo als variabel an; es werden dann gleichzeitig mit den 
Fundamentalgrössen auch ihre Ableitungen betrachtet. Als Resultat der 
ersten Klasse von Untersuchungen ergiebt sich z. B. die geometrische Be- 
deutung der absoluten simultanen Invarianten 


GL—-2FM+EN _ Fee \ PB 
a N En 


E .. 1 1 s * 
als Summe und Produet der beiden Hauptkrümmungen ranlleng D. der zwei- 
1 2 


ten Gruppe erscheint als Hauptergebniss der Gausssche Satz von der Un- 
veränderlichkeit des Krümmungsmasses bei allen Biegungen einer Fläche. 
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Die gleichzeitige "Transformation der Differentialausdrücke 
Edu’+2Fdude+Gde’ = A und Ldw"-+2Mdude--Nde’ = B 
zieht die der Formen 

zA+JB 
nach sich, in welchen #, #4 Constanten oder gegebene Functionen der In- 
‚arianten bedeuten. Unter diesen Formen ist die Grösse 


do = — KA+HB 


von Wichtigkeit, da sie das Bogenelement der Gaussschen Kugel liefert, 
welches dem Linienelement ds der ursprünglichen Fläche entspricht. Ausser- 
dem ist von besonderem Interesse die simultane Covariante der beiden 
Formen, welche sich nicht in der obigen Gestalt darstellen lässt. Sie be- 
stimmt, gleich Null gesetzt, die Krümmungslinien der Fläche, während B = 0, 
falls LN— M’<O ist, die Asymptotencurven liefert. Wollte man die Covariante 
durch den Ausdruck 
(EM—FL)dwW+(EN—GL)dude+(FN— GM)dv’ 

definiren, wie er unmittelbar durch die Algebra gegeben wird, so würde 
sich dieser bei einer Transformation um die Functionaldeterminante 4 
ändern. Es empfiehlt sich daher auch hier, die Coeffieienten durch T zu 
dividiren. 

Diese Coefficienten hängen in einfacher Weise mit den Grössen n, 
9, 7, $ zusammen, welche in den, von Herrn Weingarten in die Flächen- 
theorie eingeführten Formeln 

a Er) Er 
vorkommen. Es ist nämlich 

(12) n=FM-GL, *=FL-EM, 7" =FN-GM, 9=FM-EN, 


und die Covariante hat den Ausdruck 
(13) Ian (9 —n)dudo+n/de‘) = T. 
Was ihre geometrische Bedeutung betrifft, so ist 
1 1 1 1 Re - 
(14. I” = ds! | — — — ) — — = — KA’+HAB-—B. 
(14) = 0 X e 9 | 


Eine Untersuchung der Flächen, welche über die gewöhnliche Krüm- 
mungstheorie hinausgehen will, erfordert die Einführung der Differential- 
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«oeffieienten höherer als zweiter Ordnung. Auch die vollständige Discussion 
der Krümmungsmittelpunktsflächen hinsichtlich ihrer Krümmung würde schon 
die Betrachtung der Ableitungen dritter Ordnung nöthig machen. Soll eine 
derartige Untersuchung zu übersichtlichen Resultaten leiten, so ist es vor 
allem nothwendig, Grössen einzuführen, welche geeignet sind, für die höheren 
Ordnungen die Rolle von Fundamentalgrössen zu übernehmen. Es erscheint 
zweckmässig, solche Grössen als Coefficienten von Differentialausdrücken 
aufzufassen; und es wäre von diesem Gesichtspunkte aus als Aufgabe der 
Flächentheorie überhaupt die Anwendung der binären Differentialformen 
»ten Grades auf die Geometrie zu bezeichnen. Es soll hier nicht aus- 
geführt werden, wie man allgemein zu einer solchen Anwendung gelangen 
könnte; die anzustellenden Erörterungen sollen sich vielmehr auf den Fall 
n = 3 beschränken. 


3. 


Welche Ausdrücke als Fundamentalgrössen dritter Ordnung betrachtet 
werden sollen, hängt von Erwägungen verschiedener Art ab. Knüpft man 
die Grössen an eine quadratische Differentialform 


Adu’-+2Bdade + Cdv’, 


so hat man den Vortheil, durch A=0, C=0 die beiden Curvenschaaren, 
welche durch Nullsetzung der Form erhalten werden, als Coordinatenlinien 
kennzeichnen zu können. Vom geometrischen Standpunkte aus bietet sich 
hier das Product der Differentiale der Hauptkrümmungen als zweekmässig 
einzuführende Form dar. Man kann dann die Linien constanter Haupt- 
krimmungsradien, wo es nöthig ist, als Coordinatenlinien einführen. Allein 
einerseits fallen diese beiden Ourvenschaaren für die wichtige Klasse der 
Weingartenschen Flächen (für welche der eine der beiden Hauptkrümmungs- 
radien eine Function des anderen ist) in eine zusammen, und andererseits 
sind die Grössen, zu welchen man gelangt, in den Ableitungen der Coor- 
dinaten nicht linear. Verzichtet man darauf. dass die Anzahl der Fundamental- 
grössen auch für die dritte Ordnung gleich 3 sein solle, so könnte man 
die Ableitungen irgend zweier von einander unabhängigen Functionen der 
Hauptkrümmungen, z. B. der Ausdrücke 


1 1 € 1 
Ar an Re 
0, 0, 0,0, 
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nach den krummlinigen Coordinaten genommen, als die zu bestimmenden 
Grössen annehmen. Doch erscheint es, falls vier Fundamentalgrössen ein- 
geführt werden sollen, zweckmässiger, sie so zu wählen, dass durch sie 
eine Anwendung der kubischen Differentialformen auf die Geometrie ange- 
bahnt wird. Dies wird durch die Betrachtung derjenigen Normalschnitte 
geleistet, welche von ihrem Krümmungskreise superoseulirt ( vierpunktig 
berührt) werden. 

Eine rein äusserliche Verallgemeinerung der Fundamentalgrössen 
zweiter Ordnung würde es sein, wenn man die entsprechenden Grössen dritter 
Ordnung durch die Ausdrücke 


; ' n°? O’x 
a ee a ö  -, srl og 


ou? ’ ou?do oOudp? ov° 


definiren wollte. Dennoch ist der Ansatz dieser Grössen insofern von Nutzen, 
als er zu einem einfachen Beweise für zwei der drei flächentheoretischen 
Fundamentalgleichungen führt. Letztere Formeln, welche Beziehungen zwi- 
schen den Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung herstellen, sind 
wohl zuerst von Mainardi [Su la teoria generale delle superficie, Giornale 
dell’ Istituto Lombardo T. 9 (1857), p. 394—395] angegeben worden; sie 
treten in allen Arbeiten, welche in den letzten Jahrzehnten über die allge- 
meine Theorie der krummen Flächen veröffentlicht worden sind, unter den 
verschiedensten Formen auf. Man beweist die Gleichungen gewöhnlich auf 
einem ziemlich umständlichen Wege: Zuerst werden die Ableitungen zwei- 
ter Ordnung der Coordinaten durch die der ersten Ordnung und durch die 
kiehtungscosinus der Normale dargestellt. als homogene lineare Funetionen, 
deren Coefficienten nur von den Fundamentalgrössen abhängen; alsdann 


O°’x O°’x f 
5%, 377 etc. auf 
ou ©v OuUod 


bildet man die Differentialquotienten dritter Ordnung 
zwei verschiedene Arten und setzt die Ausdrücke einander gleich. Hier- 
aus ergiebt sich leicht die Existenz von sechs Gleichungen unter den Funda- 
mentalgrössen, von denen jedoch drei, wie die Durchführung der Rechnung 
lehrt, die drei übrigen nach sich ziehen. Jene drei Formeln sind die ge- 
suchten; die eine, welche die Ableitungen der Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung nicht enthält, entspricht dem Gaussschen Satze. 

Nicht kürzer ist der Weg, welchen neuerdings Herr Lipschitz |Sitzungs- 
berichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1883] zum Beweise 
der Fundamentalgleichungen eingeschlagen hat. Die Methode beruht auf 
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einem Hindurchgehen durch die Abbildung auf die Gausssche Kugel, inso- 
fern die Differentiale der Cartesischen Coordinaten zuerst durch sphärische 
Coordinaten, dann durch allgemeine Parameter dargestellt werden. Die 
Integrabilitätsbedingungen für die gefundenen Ausdrücke liefern die gesuch- 
ten Formeln, und zwar sofort in der richtigen Anzahl. 

Wenn es sich nur darum handelt, die beiden Fundamentalgleichungen 
zu beweisen, welche die Ableitungen der Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung enthalten, so verfährt man einfach folgendermassen. Man differentiirt 
die Gleichungen (10.) nach # und e, wodurch sich für a, b, ce, d die Aus- 
drücke ergeben 

















n N r 2 2 
oL „oA oz b oL >° oX O°’r 











A — r — - . = u. een 
ou ou ou?’ O0 or dw’ i 
(16 R h oM > oX O’x a oM oX 0° 
) Du ou Oucdr’ er, ov Oudv' ; 
ON oX 0°? ON oX 0 2 
€ = — —2 .d=—- —2- 
ou ou 0»? ’ ov ov 00° 


Wendet man die Weingartenschen Formeln (11.) an und führt die bekannten i 





Gaussschen Grössen & = 3 =m ete. ein [Disqu. art. 11, (4.) bis (9.)], 









so wird 
OL 1 | 
OL 1 ! ' } oeM 1 4 ! ! 
a 1 ee 
il. 
ei o—M (n 'ı9 oN KERN nm" +9 ko 
IT Ze 7 Blur: "Tier ee dt, 
ON 1 [3 ı ! zZ 
d Ze DE ; (n m +4 n ). 






















Die v„esuchten Relationen werden nun unmittelbar aus der zweiten und 
Le) 
dritten Gleiehune erhalten, wenn man für n, 9, nr’, ® ihre Werthe (12. 
ben) i3 j i>» 
[2 


setzt und berücksichtigt, dass m, n, m’, n’, m”, n" sich durch die Ableitungen 
der Fundamentalgrössen erster Ordnung ausdrücken lassen. 


4. 

Die von einem Kreise superoseulirten Normalschnitte sind zuerst in 
einer Abhandlung von de la Gournerie |Lioueilles Journal, T.20 (1855), p. 145] 
bestimmt worden. Eine directe Transformation der dort angegebenen Resultate, 
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welche auf der Voraussetzung z=f(z,y) beruhen, würde weitläufig sein: 
es ist daher die Entwickelung von vornherein der Gaussschen Flächen- 
darstellung gemäss zu modifieiren. Zur Abkürzung sei 
du dr 
u Br Min 
gesetzt, sodass nach (8.) ist 
1 


g 


= Lo’+2Mot-Nr‘., 


dv i . i i . En 
Soll der durch z bestimmte Normalschnitt mit seinem Krümmungskreise 


eine Berührung höherer Ordnung haben, so muss 

d ; —= o'dL+20rdM+T’dN+2[|Lodo-+ M(odr --1do)+ Nrdr\=V) 

sein, wo die Differentiale so zu nehmen sind, dass sie einem Fortschreiten 
auf ebendemselben Normalschnitt entsprechen. Hiernach ist 

on + e r )ds, 


ou ot , 


(18) dL=( 


und do, dr sind aus den Gleichungen 


dz ÖX 00€ dy oy 0 dz 0 02 
(19.) = Be -—T, — =: — Geb J T, = 0- N 
ds ou oo ds ou 00 ds OU cv 


durch Differentiation zu berechnen. Nun stellen die linken Seiten der 
letzteren die Richtungscosinus der Tangente des betrachteten Schnittes dar, 
und ihre Differentiale sind nach den Frenetschen Formeln für irgend eine 
Curve gleich den Richtungscosinus der Hauptnormale, multiplieirt mit dem 


Contingenzwinkel de Im vorliegenden Fall fällt die Ilauptnormale mit 


haErR a ds r 
der Flächennormale zusammen. Ersetzt man noch de durch — . so folgt 


An 


s de „ds a. BB 
20) dE=-1T-, ad =, d=2%. 


“= 


Dureh Differentiation von (19.) ereijebt sich ietzt 
\ / > J 


0 = dr = €, - 4 )ds, 
ou co 0 / 
. ©y ” oy — Y un \ 
@1), I-do+Z-dr = (——A' )ds, 


03 D3 Z ar 

—-do+——dı = ( —4A Jd 
ou r Ov : 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 1. 
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wo 


“ O°’x rt 
er "ei 25 Luiz 


gesetzt ist, und A’, A” aus A durch Vertauschung von x mit y und z her- 
vorgehen. Die weitere Rechnung liefert 


T’do = ds( FEAR GEAR), 


T’dr = ds(— EZAT — +FZA =; 


und mit Benutzung von (12.) und (11.): 


Ldo+Mdı = deza.n, 
Mdo+Ndr = ds 2A San 


u ie a . . i i 1 u 
Substituirt man diese Werthe, sowie die von dL, dM, dN in d a nimmt für 


A, A, A’ ihre Ausdrücke, und setzt: 


oOL oX or OL oX 0’r 

Aura a bl u +25 ms  b 
a. om X Or _ EM X dr _ 
22) a te an Me a tr ae 


ON oX or ON OX 0°’x 
an tr a N tr zer I 





so kommt: 
ds’d-, — Ldw+(L,+2M,)dude+(N, +2M,)dude’ + N,de’. 
Hierin werde noch 


23.) L=P, L+2M=30, N+2M,=3R, N,=S 


gesetzt, wo P, Q, R, S als Fundamentalgrössen dritter Ordnung bezeichnet 
werden sollen; dann wird schliesslich 





(24) dsd = Pduw’+3Qdu’do +3Rdudo’+Sde’=H, 


und die Nullsetzung von H liefert für jeden Flächenpunkt einen oder drei 
reelle Normalschnitte, welche von ihrem Krümmungskreise superoseulirt 


werden. — Für v=x, v=y geht die entstehende Gleichung in diejenige 
über, welehe de la Gournerie a.a.O. gegeben hat. 





a Be Be 
een ei Re 
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Für P, 0, R, S lassen sich andere Ausdrücke aufstellen, wenn man 
entweder die durch (15.) definirten Grössen a, b, e, d benutzt oder die 
Ableitungen von X, Y, Z wieder durch die Ableitungen der Coordinaten 
ersetzt und die Gaussschen Zeichen m, ... n” einführt. Im ersten Fall wird 


im zweiten: 


(26.) 





oL 
(0 r. Oo L > Oo M .) h 
Rn O0 zu ou Ey 
(25) cher 
Oi O1 
R = —- +2-——- —2e, 
ou oe 
€ ON 
u a 
Sn Ef 3 Oı 2d, 
oL > x 
Pa’ zn +), 
on u , 
IL > g n fi x 
0 = 3, tn m +4n), 
ON ee De 
Be re 4), 
ou Pa , 
en [4 
oN > ’ 7 s x 
Ss = —+- (n7m+9#). 
: WE ’ 





Die letzteren Formeln geben die Darstellung der Fundamentalgrössen dritter 
Ordnung durch die der ersten und zweiten Ordnung und ihre Ableitungen. 


O. 


Bei vielen flächentheoretischen Untersuchungen ist es vortheilhatt, 
an Stelle der Grössen m, ... »” die Verbindungen J,, ... J,; zu verwenden, 
welche durch die Gleichungen 


(27.) 


oder 


1 Y N 
7 (Gm —Fn) = J,. 





@8) |. 


1 


7F (En— Fm) = J,. 


1: (Gm Fa) =. 


[EJ)+FJ,=m, FJ+@Ghen, 
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definirt werden. Führt man sie in (26.) ein und benutzt diese Gleichungen, 
sowie die beiden in (17.) enthaltenen Relationen zur Berechnung der Ab- 


leitungen von L, M, N, so ergiebt sich: 


AL, Sp, y | 
r = P+2(LJ, +MJ,), Er —- 0+42( LIY+MJ), 
oM | nn gl) 

| a 0O+ LI, +MA+J)+NFI, 

(29.) Bi 
= — R- LI, -M(J; +J)+ NJ;, 

ON re ON EN 
* R+2(MJ,-NJ;), = ee S+2(MJ, +NJ). 





Bei dieser Schreibweise erkennt man, dass die Grössen P, Q, R, S 
durch eine, zuerst von Herrn Christoffel (dieses Journal Bd. 70, p.57) an- 
gegebene Operation erhalten werden, wenn man dieselbe, in einer unmittelbar 
ersichtlichen Weise, auf ein simultanes System zweier Differentialformen 
ausdehnt. Hieraus ergiebt sich ferner die Verallgemeinerung jener Aus- 
drücke für den Fall, dass man es mit quadratischen Differentialformen von 
mehr als zwei Variablen zu thun hat. 

Von Interesse sind noch die Beziehungen von P, ... S zu den vier 
Ableitungen der Invarianten H und K. Man hat: 


2 ( H . oL r y oM f ” ON ı € ' fi ! : ! ! 
. du u - ou + ou +24) HI), 
rıv >H v IL oM IN De rqp 7 ri 
—— = 6 —2F ZT +ES- +24) H2IH HIT), 
ot Ov OD ov 
» OK ‚OL oM ON , | 
vv) on ] — 75 ri e% a Ra v2 , ie „ R 
’ ou N ou u on L ou 2KT Jr sa), 
ryv) >K Y DL DM N IN ) ! 2 
—— = NS, 205 +. -2KT(N4+P). 


Substituirt man in diese Gleichungen die Werthe (29.), so treten, wie man 
sogleich bemerkt, beträchtliche Reductionen ein, und die gesuchten Relationen 
ergeben sich in der bemerkenswerthen Form: 


rs 1. 
GP-2FQ+ER = TS, 





GO-2FR-+ES = Pen, 
(30.) . 
NP-2MQ+LR = TS, 
NO-2HR+LS = TK. 


O0 











ERBEN TEE 
DENE er 


OT 
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6. 

Vom Standpunkte der Formentheorie kann man nach der flächen- 
theoretischen Bedeutung der quadratischen Covariante der kubischen Form 
H fragen. Ihre Bedeutung in der Geometrie der Strahlbüschel oder Ebenen- 
büschel ist bekannt: die Covariante liefert, gleich Null gesetzt, die Doppel- 
elemente der Involution, deren Grundelemente dureh Nullsetzune von H 
gegeben werden. Sind die letzteren alle drei reell, so sind die Doppel- 
elemente imaginär; sie sind reell, wenn nur eines jener drei Elemente 
reell ist. 

Zu dem gesuchten flächentheoretischen Ausdruck gelangt man am 
einfachsten, wenn man das Produet der Differentiale der Hauptkrümmungen 
als eine quadratische Differentialform darstellt und deren Coeffieienten als 
Funetionen der Fundamentalgrössen berechnet. Zunächst ergiebt sich aus 
der Bestimmungsgleichung der Hauptkrümmungen 

u 1 


)-B--+K = 0 (x 
0, 0. 
31) (H’—-4K)d d! = —dK?+ HdHdK— Kal. 
Hierin ist noch 
De ee 
ou al on cv 


zu setzen, um die Differentialform zu erhalten, welche, gleich Null gesetzt. 
die Linien constanter Hauptkrümmungsradien liefert. Die Berechnung der 
Coeffieienten ergiebt nun: 

oK\ cK ©H 
(32“.) = ou ) +8 ou Cu 
= ll PH -M)O-IRF HL +49 KPR-O)), 


ef oH \’ 
KR \ ou / 





\ 


und durch Vertauschung von # mit e, bei welcher die beiden Grössenreihen 
N» 3, P, Q 
F, N, S, R 

in einander übergehen: 


oK \’ oK cH ‚{cH\’ 
weh IHRE) 
(32°) gb. gstasur: Ru 
= [m O0 +9’ —n)R-9S]+[9'—n)+497])(QS— R’ 
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Endlich ist: 





re + a de 
37) |= 4/27 P+@-m)Q-IR]ln' +8 m)R-98] 
| +[{9'—n)+497/|(PS- OR). 
Werden diese Werthe in (31.) eingesetzt und die Gleichung: 
(H—n)+497' = T'(H’—4K) 


berücksichtigt, so folgt: 





(H’—4K)d > er 


2 


33) I = u P+9-N)O-IR]au+ [m Q+—n)R—9S]av)‘ 


+44 (H-4K)[(PR— O)du’+(PS- OR)dudo+(QS—R’)do') 





7. 
Um die quadratische Covariante 
34) V = [PR O)du+(PS-OR)dude+(@S—R’)dr’) 


durch geometrisch definirte Grössen und ihre Differentiale auszudrücken, 
hat man vermöge der letzteren Gleichung nur den Werth der linearen, 
simultanen Covariante von A, B und H: 


” a ni BEN NER ER rue 
a a a ange ie 1a are a a Fr a nn dank ae ae a Da a a se r 


35) U=- 4 In P+(9'—-n)Q-9R]au+fy Q+($’—n)R—- 9 S]dv) 
aufzusuchen. Nun ist nach (24.), (30.), (35.): 
(Pdu- Ode) du’+2(Qdu+ Rdvo)dude -+(Rdu+Sdv)de’ = ds’d-, 
(36.) (Pdu+Qde)@ —2(Qdu--Rdv)F +(Rdu+Sde)E = T’dH, 
(Pdu+Qde)N —2(Qdu-+Rde)M +(Rdu+Sde)L = T’dk, 
(Pdu+Qde)n" + (Qdu+Rdv)($’—n)—-(Rdu+Sd)$ = TU. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Grössen Pdu+0Qde, Odu+ Rave, 
Rdu-+Sdv, so ergiebt sich eine Bestimmung für U. Bei der Entwickelung 


der entstehenden Determinante nach den Elementen der letzten Colonne 
werden die Formeln 
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2F9—-E($—n) = T’(HE—2L), 

(37) ı En+G9 - T(HF—2M), 
2Fn+G(9—r) = T?(HG —2N), 

2M9—L($—n) = T’(—HL-+2KE), 

88) 4 Ly+N9 — T’(-HM+2KF), 
2Mn+N(9—n) = T’(—-HN+2KG), 

sowie die Gleichungen (3.), (8.) und (13.) gebraucht; dann ergiebt sich 

(H’-AK)ds’d +(@K-, )ddH -(H- , )ds’dK + 2LU = 0. 


Setzt man noch 





N 





Bansait gib Sn Kgrihen 

"re 15 Weg 
also 

H=r-+r, K=rnrn, H’—-4K= (r—r,)', 
und substituirt den Werth von U, mit Benutzung von (14.), in die Glei- 
chung (33.): 
(n—r)V = (rn) dr,dr,— U’, 

so folgt die gesuchte Formel: 


| V= Kr, —r)(r—r,)dr,dr; 


1 ' 
Ken) 
—[(r—r,)dr,-+(r,—r)dr,+(r,— r,)dr]?!- 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dass derselbe Werth auch auf direetem 
Wege hätte erhalten werden können, nämlich durch Zusammenstellung der 


drei ersten Gleichungen (36.) mit dem Ausdruck der Covariante 
ı ‚Pdu+Qde, QOdu+Rde 
T’ Qdu+Rdve, Rdu+Sde‘ 


Bemerkt sei noch, dass auf den Weingartenschen Flächen die Curven Y = 0 


gegen die Krümmungslinien gleich geneigt sind. Denn für 


OH OK KEN 5 
u dd ud 


(39.) 


folgt aus (30.): 
27 (PR- 0)+(9'—n)(PS-OR)-29(0S-.R’) = 0. 
Dies ist aber, in Verbindung mit der Orthogonalität der Krümmungslinien, 


die Bedingung dafür, dass die letzteren die Winkel der in Rede stehenden 
Curven halbiren. 


Berlin, Juli 1887. 








Ueber die Bedingung für die Isometrie der 


Krümmungseurven. 
(Von Herrn J. Knoblauch.) 


Der analytische Ausdruck für die Eigenschaft einer Fläche, durch 
ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate getheilt zu werden, ist 
bekanntlich von Herrn Weingarten in Form einer Integrabilitätsbedingung 
segeben worden *#), Die Frage, ob eine Fläche, deren Gleichungen man 
kennt, jene Eigenschaft besitze, ist hiernach als gelöst zu betrachten, insofern 
ihre Entscheidung nur von Differentiationen abhängt. Vom geometrischen 
(sesichtspunkte aus kann man jedoch noch nach der Bedeutung derjenigen 
linearen Differentialform fragen, welche der Bedingung der Integrabilität 
zu genügen hat. Herr Weingarten selbst hat für den von ihm gefundenen 
Werth eine geometrische Darstellung geliefert **). Doch kommen in dieser 
noch Grössen vor, welche von dem gewählten Axensystem abhängen, 
während es, der Natur des betrachteten Ausdrucks gemäss, möglich sein 
muss, ihn so umzuwandeln, dass er von derartigen Grössen auch äusserlich 
frei ist. Zu einer Transformation, welche dieser Forderung genügt. gelangt 
man in folgender Weise. 


„ 


Es seien E, F, G, m, ... n' die bekannten Gaussschen (Grössen, 


T=YEG-F° (die Quadratwurzel positiv genommen), A, J, ... die Ver- 
bindungen 


1 (Gm—Fn), .. (En—Fm), 


u 


L, M, N die durch T dividirten Gaussschen Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung. Der Weingartensche Differentialausdruck ist 


1 
(A): HR 'fe,,e,(w)+e.,e,(e)]du-+l[e,,e,(u)+e»e,(v)]de|, 


*) Festschrift der Kgl. Technischen Hochschule zu Berlin, 1884. 
**) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1883. 
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worin H und K die Summe und das Product der Hauptkrümmungen, die 
Grössen e,, die Coefficienten derjenigen quadratischen Differentialform 7' 
bedeuten, welche, gleich Null gesetzt, die Krümmungseurven liefert. Wählt 
man diejenigen Bezeichnungen, welche in der vorhergehenden Abhandlung *) 
angewandt worden sind, so ist zu setzen: 








” FL—EM n' FN—GM 
BD m a == . Ee,, = _— = - . 
2 ) 5 1 T T 
FÜR ®, ns. PWORRT... ne 
| u ) T Be > T D) 
! a! 
z BR 2 
ER Er a EN n Zu m. 5 Zu N ] 
3.) vr rl du = tete]: 
I „u „Von 
OO —— O— 
1 [ "ag T’ v ”—n y,, nm | 
/ = - ae ze 1 , —n « e - r e u, "7 — 1er 
Bei Ausführung der Differentiationen ist es zweckmässig, die a.a.0. 


definirten Grössen P, Q, R, S einzuführen, deren Zusammenhaı 
Ableitungen von Z, M, N durch die Gleiehungen 


P= 2 -2(LI4MJ,), 
(er OL _ airtal ; oM 
0- -XLAHMN) = 


\ C 


ıg mit den 





— (LIE +MI)—(MI+NJ, 


und die analogen vermittelt wird. Man erhält dann 


! 


AN 
U 
rd 1 . v 1, I\ /’a' x\ ! 
du .— T: F R—-G0—n J-Jh) a! ) —n)Jı |. 
n 7 
Oi 
T’ B. 1 G ES- .) y < > ie 
" == 7: [(@0- ‚DI räald), —aNı |) 


Setzt man diese Werthe in (3.) ein, benutzt die Formel (a.a. 0. (30.)) 
„ OH 


ol 


G0O-2FR+ES = 1 


und beachtet endlich, dass e,(e) aus e,(w) durch Vertauschung von « mit ® 
und Aenderung des Vorzeichens hervorgeht, so folgt: 


oO 
i 1 oH 1 oH 
G) am) - Eur MM) Sg 


*) Seite 25 dieses Bandes. 
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Bei dieser Schreibweise erscheint die Grösse in der Klammer als die, in ; 
Bezug auf die Differentiale du, do genommene Functionaldeterminante 7 
D(I, dH)) der quadratischen Form | 


f- - [—Idu— (9 —n)dude-+n'dv’) 
und der linearen Form 
oH OH 


An Stelle der Funetionaldeterminante kann ein Doppelverhältniss eingeführt 


j u > i ’ { dv 
werden. Bezeichnen nämlich 4, und A, die beiden Werthe von %; welche 


den Haupttangenten in einem gegebenen Flächenpunkte entsprechen, bezieht 
sich ferner der Werth « auf die Tangente der, durch denselben Punkt 
sehenden Linie H= const., 4 auf eine beliebige Tangente, und ist » das 
Doppelverhältniss der vier Strahlen (die beiden letzteren einander zugeordnet), 
so hat man 


I4n _ ta ut Nah, +uR) 








in (A, —A,)(u—A) | 
Werden hierin für A, und 4, die aus /'= 0 folgenden Werthe gesetzt, i 
on 
u= — SH genommen, und mit dA das Increment von H bezeichnet, welches E 
ov 5 
einem Fortgange in der beliebig gewählten Richtung entspricht, so ergiebt sich BE 
a) tm Dam 
l—n +TdH yH?’—4K 


Die Differentialform, auf deren Integrabilität es ankommt, hat hiernach den 
Ausdruck 
l+n dH 
(8.) —— — 


1—n YH’— AK 


Derselbe verliert seine Bedeutung für »= 1, eine Gleichung, welche ver- 
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möge (7.) und wegen T>0, H’—4A4K 0 nur dann stattfinden kann, wenn 


für die ganze Oberfläche 
H = const. 


ist. Von den Flächen constanter mittlerer Krümmung (nebst den Minimal- 
flächen) ist aber bekannt (und aus der Gleichung (6.) von neuem zu 
schliessen), dass sie der betrachteten Klasse angehören. Man beweist ohne 
Schwierigkeit, dass ausser den Rotationsflächen die von constanter mittlerer 
Krümmung die einzigen Weingartenschen Flächen sind, für welche die 
Krümmungslinien ein System isometrischer Curven bilden. 


Logau, August 1887. 




























Anwendung der Abelschen Functionen auf ein Problem 


der Statik biegsamer, unausdehnbarer Flächen. 
(Von Herrn Fritz Kötter.) 





Dauren Abhandlungen der Herren Lecornu *) und Beltrami **) ist in s 
neuerer Zeit die Bearbeitung einer Frage in Angriff genommen, welche in | 
naher Beziehung zu dem Kettenlinienprcblem steht; es wird in den erwähn- 
ten Schriften untersucht, unter welchen Umständen ein aus einem biegsamen 
unausdehnbaren Material gefertigtes Stück einer gegebenen Fläche, auf wel- 
ches gegebene Kräfte wirken, sich im Gleichgewicht befindet. 

Es ergeben sich bei dieser Untersuchung für die drei Componenten 
der auf ein Element wirkenden Kräfte Ausdrücke, in welchen neben den 
Gestaltungs- und Lageelementen der zu untersuchenden Fläche drei Grössen 
auftreten, von denen die anderweitig nicht bestimmten Componenten der 
Spannung abhängen; neben diesen für jeden Punkt der Fläche geltenden 
Gleichungen erhält man drei Gleichungen für jeden Punkt des Randes, durch 
welche die auf den letzteren wirkenden Kräfte bestimmt werden. Aus diesen 
Relationen haben die Herren Lecornu und Beltrami eine grosse Reihe inter- 
essanter Gesetze abgeleitet, welche sich auf specielle Gattungen von Flächen 
und Kraftsystemen beziehen. 

Die erwähnten Gleichungen bilden den natürlichen Ausgangspunkt 
für die Beantwortung einer Frage, welche das eigentliche Analogon zu dem 
Kettenlinienproblem bildet, nämlich der Frage: In welche Lage muss 
ein gegebenes Stück einer biegsamen unausdehnbaren Fläche gebracht 
werden, damit es unter Einfluss gegebener Kräfte im Gleichgewicht sei? 

Nur gelegentlich wird diese Frage von Herrn Lecornu auf Seite 61 
und 74 seiner Abhandlung gestreift. In der T’hat dürfte der Versuch einer 


*) Journal de l’Ecole Polytechn. Tome XXIX, Cah. XLVINM. 
**) Mem. dell’ Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna. Serie IV, Tomo III. 
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allgemeinen Lösung des in Frage stehenden Problems bei dem jetzigen Stande 
der Mathematik ziemlich aussichtslos sein. Für einen speeciellen Fall hat 
der Verfasser der vorliegenden Abhandlung, ohne die erwähnten Schriften 
zu kennen, die Lösung der Aufgabe in Angriff genommen, indem er folgen- 
des Problem einer näheren Betrachtung unterzog *). 

Es ist ein aus einem biegsamen, unausdehnbaren, homogenen Ma- 
terial gefertigtes Stück einer Ebene gegeben, welches von zwei geraden 
Streeken AB und CD und zwei deren Endpunkte verbindenden krummen 
Linien AC und BD begrenzt ist. Mit den begrenzenden Geraden wird dieses 
Gebilde, welches wir der Kürze halber Tuch nennen, in zwei (seraden 4B 
und 7'4 befestigt. Von all den Lagen, in welche das Gebilde dann noch 
gebracht werden kann, soll diejenige bestimmt werden. in welcher es unter 
Einfluss der Schwere unveränderlich verharren kann. 

Aus der Bedingung der Biegsamkeit und Unausdehnbarkeit folgt, 
dass das gesuchte Gleichgewichtsgebilde ein Stück einer abwiekelbaren 
Fläche ist, d. h. des geometrischen Ortes der Geraden, welche eine gewisse 
Curve doppelter Krümmung berühren. Durch zwei auf einander tolgende 
erzeugende Gerade dieser Fläche wird nun aus dem Flächenstück ein 
Elementarstreifen ausgeschnitten, welcher einen gewissen Schwerpunkt haben 
wird; der Ort desselben soll die Schwerpunktscurve des fraglichen Flächen- 
stückes heissen. Ueber diese Curve denken wir uns einen biegsamen un- 
ausdehnbaren Faden gespannt und in den auf #B resp. 7'4 liegenden Enden 
der Schwerpunktscurve befestigt; die in einem Element ds dieses Fadens 
vereinigte Masse soll gleich derjenigen des zugehörigen Flächenstreifens 
sein. Diesen Faden nennen wir den zugeordneten Schwerpunktsfaden des 
betreffenden Flächenstückes. Das Kriterium der Gleichgewichtslage des 
gegebenen Gebildes ist nun die Eigenschaft, dass ihre Schwerpunktseurve 
eine Gleichgewichtslage des zugeordneten Schwerpunktsfadens ist. Aus diesem 
Theorem ergiebt sich zunächst für die ebene Curve, in welche die Grat- 
eurve der gesuchten Fläche bei der Abwickelung übergeht, eine Differential- 
gleichung, nach deren Integration man die Grateurve und damit die ge- 
suchte Fläche selbst ohne weiteres erhält. Der angegebene Satz ist nicht 
so selbstverständlich, als man vielleicht aus dem Umstande zu schliessen 


*) Ueber das Gleichgewicht biegsamer unausdelmbarer Flächen. Diss. Halle 1883 
Commissionsverlag von Mayer & Müller, Berlin. 











46 F. Kötter, ein Problem über biegsame, unausdehnbare Flächen. 


geneigt wäre, dass der Schwerpunkt eines abwickelbaren Flächenstückes 
und seines über die Schwerpunktseurve gespannten Schwerpunktsfadens zu- 
sammenfallen müssen, da nur denjenigen Lagen des gegebenen Gebildes 
derselbe Schwerpunktsfaden zugehört, deren Grateurve bei der Abwickelung 
auf ABCD in dieselbe ebene Curve übergeht; es handelt sich also nicht 
um einen einzelnen, sondern um. unendlich viele Fäden. 

Das Gesagte erleidet eine Ausnahme, wenn, wie im Folgenden an- 
genommen werden soll, die beiden Punkte A und C in einen Punkt O 
zusammenfallen: dann müssen selbstverständlich die Punkte 4 und /' in 
einem Punkte 0° vereinigt sein. Die gesuchte abwickelbare Fläche wird 
eine Kegeltläche, deren Erzeugende bei der Abwickelung auf BOD in ge- 
rade Linien übergehen, welche sich im Punkte O schneiden. Hier geht 
also die Schwerpunktseurve jeder beliebigen Lage in eine ganz bestimmte 
ebene Curve über, und es giebt nur einen einzigen Schwerpunktsfaden. 
Spannen wir nun nach einander diesen Faden über die Schwerpunktscurven 
verschiedener möglieber Lagen des Gebildes, so behält ein bestimmter Punkt 
des Fadens stets eine bestimmte Entfernung vom Punkte 0’; das oben er- 
wähnte Theorem ist dann dahin zu modifieiren: 

dass die Sehwerpunktseurve einer Gleichgewichtslage identisch ist 
mit derjenigen Gleiehgewichtslage des Schwerpunktsfadens, welche sich 
ergiebt, wenn jeder Punkt des letzteren gezwungen ist, auf einer bestimmten 
um 0’ beschriebenen Kugel zu bleiben, deren Radius 





abgesehen von dem 
Falle, dass die Curve BD ein Kreis ist — von Punkt zu Punkt varirt. 
Ks seien jetzt w,, w, und w die Cosinus der Winkel, welche eine 


der Erzeugenden der gesuchten Kegelfläche mit den Axen eines recht- 


winkligen Coordinatensystems bildet, dessen Anfangspunkt 0’ ist, und y 
sei der Winkel, welchen die entsprechende (serade in der Ebene mit der 
Abseissenaxe eines Coordinatensystems bildet, dessen Anfangspunkt in O0 
liegt; dann haben zwei entsprechende Punkte die Coordinaten 
S=ey, n=eow, S=oy 
und 
x = 0C08p, Yy= o8SIng, 


wobei o die Entfernung der fraglichen Punkte von O0’ und O bezeichnet. 
Die Grössen y,, y, und w sind Funetionen von y, welche den Gleichungen 


A) yitrwty = 1 





ss 
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und 


dw, \? dw, \ , /dy\ 
a) (ee 
j dy dy dy 
genügen. Für eine Gleichgewichtslage ist dann, vorausgesetzt dass die 
--Axe die Richtung der Schwere hat, 


2 rg” 
(2.) Ar > „318 

Aw y‘) 
dabei ist A eine vorläufig noch unbekannte Constante; o, ist der zu y 


3 
= 0,; 
% 


gehörende Radiusveetor der Curve BD, also eine gegebene Function dieser 
Grösse; ferner ist 
v, =VY1-weos#, =] 1— w’sin#, 
wenn 
ds  Yi1-w—w” 
A 
ist. 

Was nun die Integration der Differentialgleichung (2.) betrifft. so ist 
dieselbe bekanntlich, da es sich hier um ein Problem der Variationsrechnung 
handelt, auf eine blosse Quadratur zurückgeführt, sobald ein Integral der- 
selben 

(3): Fo, vw, g) = C' 
bekannt ist. Der integrirende Factor der noch zu lösenden Differential- 
gleiehung: 
dyv—-wdyp = 0, 
.wo w aus (3.) als Function von w und g zu berechnen ist, ergiebt sich 
dann als ein Ausdruck von der Form M: en. in welchem M durch die 


Gleichung bestimmt ist: 


1 dM ow" Be? ur 
Ei NT 
M dy ow A | 
3 
welche, wenn rechts j durch seinen Werth aus der Gleichung (2.) ersetzt 
wird, übergeht in: 
Ka ni ee), 
N dy A—w’— w?) ’ 


es darf also 
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gesetzt werden. Nach Auffindung des durch (3.) gegebenen ersten Integrals 
ist demnach nur noch das vollständige Differential 
dy—w'dgy 
(4.) - öF ’ = 0 


ow' 


raw y% 


— 





zu integriren, wenn wir zur Lösung der Differentialgleichung (2.) gelangen 
wollen. 

In meiner oben erwähnten Dissertation habe ich die Differential- 
gleichung (2.) für zwei ganz specielle Fälle integrirt, nämlich für den Fall 
eines Kreises mit dem Mittelpunkt O und für den Fall einer geraden Linie; 
beide führen auf elliptische Functionen, und zwar lassen sich in ihnen die 
Coordinaten der Randpunkte durch Thetafunetionen eines Argumentes dar- 
stellen, welches durch die Gleichung 


©.) du = Jo,(1—-w')dd 
bis auf eine additive Constante bestimmt ist; geometrisch kann man « 
definiren als die Projeetion auf eine horizontale Ebene desjenigen Stückes 
der gesuchten Gleichgewichtsfläche, welches zwischen einer festen und einer 
beweglichen Erzeugenden liegt. 

Im Folgenden soll die Differentialgleichung (2.) integrirt werden 
für den Fall eines beliebigen Kegelschnittes mit dem Centrum O, also für 
einen Fall, welcher die bisher untersuchten speciellen Fälle umschliesst: 
wir werden sehen, dass sich auch in dem allgemeineren Falle die Rand- 
coordinaten in einfacher Weise durch den vorerwähnten Parameter « dar- 
stellen lassen. 

In den beiden erwähnten speciellen Fällen ergab sich das erste 
Integral der Differentialgleichung (2.) sehr leicht in Folge des Umstandes, 
dass sich eine Funetion U der Grössen w und bestimmen liess, deren 
mit r multiplieirte totale Ableitung nach g die linke Seite der Gleichung 


(2.) in den vollständigen Differentialquotienten einer Function V von w, 
v und g verwandelte, wenn sie derselben als Factor hinzugefügt wurde; 
damit war dann unmittelbar das erste Integral geliefert. Leider sind die 
genannten Fälle die einzigen, in welchen das angedeutete Verfahren sich 
anwenden lässt, und daher sind wir gezwungen zur Lösung des allgemeineren 
Problems einen anderen Weg einzuschlagen. 

Wir führen an Stelle der unabhängigen Veränderlichen eine Grösse 
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f ein, welche der Gleichung 


6.) df = oidy 
genügt und für ein gewisses p einen beliebigen vorgeschriebenen Werth 
annimmt; da o, eine gegebene Function von p ist. kann es auch als eine 
gegebene Function von f betrachtet werden; als abhängige Veränderliche 
führen wir 


GG) v,- — er - 
Yyl—-w’— vw 
ein. Dann ist 
a teren ar 
dj o’y(1— w’— w'?)’ yA 
und 
d’v me a N 


Er 
oder, wenn die Gleichungen (2.), (7.) und (8.) benutzt werden: 


d’v 1 do do 0° ” 
(9.) Zu Tran: . Lo 
af 


Er DE Zur re 


y 
Eliminirt man nun aus (7.), (8.) und (9.) die Grössen w und w', so erhält 
man folgende Differentialgleichung: 


„| d’v 1 do, de 


vw 0° 1° -( dv ) l ER 
mat Tr TI 


(10.) 


Statt direct ein Integral der Gleichung (10.) zu suchen, betrachten wir 
die Differentialgleichung dritter Ordnung. welehe wir erhalten, indem wir 
den vorstehenden Ausdruck differentiiren. Erstens machen wir uns dadurch 
von dem Werth der Constanten A unabhängig, zweitens lässt sich die 
linke Seite der Gleichung (9.) als Factor absondern; da nun der letzt- 
genannte Ausdruck, abgesehen von dem nicht in Betracht zu ziehenden 
Fall, dass die Gleichgewichtslage in einer horizontalen Ebene besteht, nicht 
identisch verschwinden kann, so erhalten wir die folgende einfache Diffe- 
rentialgleichung: 

TE) 
| 
Nach unserer Voraussetzung sollte nın die Curve BD ein Kegelschnitt 
sein, dessen Mittelpunkt in O liegt; bei passender Wahl des Coordinaten- 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 1. 1 
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systems in der zy-Ebene kann also 
(12.) F = P' = zcos®’p+Asin’y 


1 


gesetzt werden, wo 2 und A constante Grössen bezeichnen. Differentiiren 
wir Gleichung (12.) nach y und quadriren dann, so ergiebt sich 

(13) PP = —P—-)P—1), 
oder nach Einführung von oe, und f 





do, 1 
(14) (- a) = = sr +@+N) zig, 
und nach nochmaliger Differentiation 


R d’g, > 
(15.) df? =+ 0° — ZAQ. 


Die allgemeingültige Differentialgleiehung (11.) geht also in dem speciellen 
Falle eines Kegelschnittes mit dem en O über in: 


x d’v dv .. 2 Wk 
a) tale = 
Ein von (10.) verschiedenes Integral dieser Gleichung ist unmittelbar zu 


finden; multiplieiren wir nämlich mit 20, so erhalten wir eine Gleichung, 
deren linke Seite folgendermassen als totaler Differentialquotient geschrieben 


werden kann: 
2 © 2 ie m 


und damit das ER ie von ER 


— 


(16) 20- (Ge) + 03 .. -,C. 


Indem man nun für vo und Ben Ableitungen nach f die durch die Gleichungen E 
7)—(9.) gelieferten Werthe einsetzt, erhält man in dem hier behandelten 
speciellen Falle das folgende Integral für die Differentialgleichung (2.): 

3 Er Aral vp+w'B' I-y ’ 

(3 .) F(w, w, p) > une 1 y? Bil rer > Wz '®' — — ( — (A. 

Die Gleichung (4.) giebt, wenn der vorstehende Ausdruck für F(w', w, p) 

benutzt wird, das zweite Integral der Gleichung (2.) und damit y als Func- 
tion von g; die Bestimmung von 9 aus der Gleichung 
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erfordert dann nur noch eine Quadratur. Statt nun aber die Function w 
von p in den vorstehenden Ausdruck einzusetzen und dann zu integriren, 
wollen wir denselben zunächst in das vollständige Differential einer Function 
von y und verwandeln und dann erst die Quadratur ausführen. Es 
sei 

Udp-+Vdwy 


die gesuchte Darstellung von d9 als vollständiges Differential, sodass also 
die Identität gilt: 
7 Yl-w’—w"” ' dw— w'dg 
Udp-+Vdw == Bu Peer dp -Q- Am 


. (1— w?’— w'2Y 
öy Iıi-vy—-y) 


in welcher Q eine gewisse Function von w und ist. Dieselbe genügt, 


da ihr Coeffieient ein vollständiges Differential ist, der Bedingung: 
> r . N) ol Iw' oO / - Er 
= = En v+(2 4 ) , ı1-w— ww), 
0% ow ow ow owy’/ ow N / 
a ae > 
in welcher £ zur Abkürzung für e geschrieben ist. 
Aus derselben folgt 
d 0 OF 4a ÖF\ AR 
or = (> — — )yl—y—y r 
dp ow Ow ow ow 
a 
= 24,2Ax4 a ap Yl-w— u 
v$p+wP' re er ER 
— —[[__ — U un IT ne u FE U ni 
(1—y’) N p°’A d-yy). 


Das letzte Glied in der Klammer des rechts stehenden Ausdrucks transformiren 


ö . a y 
wir nun, indem wir für 1 den Werth 


PRBR. = = 2 
KT 

einsetzen, welcher sich aus Gleichung (1.) ergiebt: dadurch erhalten wir 
folgende Gleichung: 

dO dı 24 N 3 xl 

u" ir (Ari yvoyl-w’—u")\. 
Bezeichnen wir die Function von w und g, deren Differential auf der linken 
Seite der Gleichung (4.) steht, mit , so können wir demnach d$ in fol- 


nn. 
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sender Weise als vollständiges Differential schreiben: 





nn $, 0 
17) 49 = ee dp +7 (Ark vB Ip y don 





Es handelt sich jetzt darum, den Inhalt der Gleichung (3°.) 
do — 0 


zu deuten, d.h. zusammengehörige Werthepaare (w, ) als einfache Func- 
tionen eines Parameters darzustellen. Wir werden sehen, dass sich diese 
Darstellung besonders einfach gestaltet, wenn wir diejenige Grösse zu Grunde 
legen, welche sich in den beiden vorerwähnten speciellen Fällen fast von 
selbst darbot, d. h. die Grösse, welche der Differentialgleichung 


2du = e(1—-w)d9 = VI wW—y”dp 


genügt und für ein specielles „ einen beliebigen vorgegebenen Werth an- 
nimmt. Zunächst werden wir 2du als vollständiges Differential einer Func- 
tion von vw und g darstellen; wir erreichen das, wenn wir 





2du = oYl-w—w”’dp+0'dw 


setzen und dann — ähnlich wie bei d$ — 0 aus der Gleichung: 
QD _ AO suhinmmYP-vB | 2Zuw(iw'—wp") 
ie — 5 2 76) Am Albyaı © vmngibe apdkrsipstre = - ma mungen 








svP—wWP 2ww(w+w")) 
P Ppyl—-w—w 


a. U. Rene 
== — 2A dp ( b } 1— 12 u | ) 

bestimmen; wir erhalten als Resultat dieser Operationen folgende Darstellung 
von 2du in Gestalt eines vollständigen Differentials: 


(18) 2du = eY1-w—w"dp—2Ao, wVl—w’- w”dw. 


Selbstverständlich gilt die Eigenschaft der Grösse dw und der in (17.) 
und (18.) gegebenen Ausdrücke für d9 und du, vollständige Integrale zu sein, 
nur im Zusammenhang mit der Gleichung (3°), d.h. wenn man w' aus der 
letzteren berechnet und dann in die erwähnten Ausdrücke einsetzt. Etwas 
bequemer wird diese Operation, wenn wir dieselbe nicht direet ausführen, 
sondern statt w eine andere Grösse 


(19.) 
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einführen, welche mit w in einem mit Rücksicht auf (3%) in gewissem 
Sinne eindeutig umkehrbaren Zusammenhange steht und welche der Glei- 
chung genügt: 


I ee 2 2 1 C+ 7 b':!‘ a\g? } 2 
(20.) FO= -—; wPt— . (C . % _ .. De A-WIF-A)=0. 


Dies ergiebt uns die Formeln: 


Be 4ıp' a wo | ..,.3W‘ 
+) ! u _. ER, .- 3 il —- { 
(21.) dw : öF “7 dıy 2|ı 2 x] ! 27 € Fr ) | ag! ), 
Ar, 
ä 
Adyg „ A’w 
)*) y ne 
A’al 
(23. ei du+2 don. 
Se —{ y? 


Die rechts stehenden Ausdrücke, welche sämmtlich die Form Udg + Bdw 
haben, wo U und 3 rationale Functionen von ?, ®', w und f bezeichnen. 
sind vollständige Differentiale nicht nur für den Werth f, welcher (21.) zum 
Verschwinden bringt, sondern für jede Wurzel der Gleichung (20.). Diesem 


Umstande entspringt eine Umformung der Ausdrücke (21.)—(23.). Es lässt 
sich nämlich jede Wurzel der Gleie Burg (20.) darstellen in der Form 
+ Ye Se PK, +X,+-AX,, 
ne 


wo die Quadrate der Grössen (X,) das Wurzelsystem der Gleichung dritten 
(rrades 


9 cp? ve pp’ — u°) \ 
PX) =(X-9-)(X-— 2) 


ea 


Er u nd PA A — 
-— (+ ZF-) RK (X-—)- X = 0 


PErE / PART 


(25.) 





sind, während sie selbst der beschränkenden PONagung unterworfen sind: 
Poyll—y” 

PyE 
Mit Rücksicht hierauf lässt sich jeder Ausdruck, welcher die Eigenschaft 
der Grössen U und ® hat, auf die Form bringen 


26.) XXX, 


MR--ZX,R(X, 
wo die Funetion AR rational von w, ® und ® und die Funetionen RX” 
ausserdem noch rational von X abhängen. Die Differentiale gehen über 
in die Form: 


R,dy-+R,dp+ EX, (R (X )dw+R,(X de). 
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Die Aenderung, welche in diesem Ausdruck hervorgerufen wird, wenn man 
an Stelle der Grösse t, die den Zähler des in (21.) gegebenen Ausdrucks für 
do zum Verschwinden bringt, irgend eine andere Wurzel von (20.) wählt, 
besteht bekanntlich darin, dass zwei der Grössen X, das entgegengesetzte 
Vorzeichen erhalten. Daraus folgt dann sofort, dass jedes der Differentiale 


R,dy+R,dy und X,(R(X,)dy+R,(X’)dy) 
ein vollständiges Differential sein muss. 


Nach Formel (21.) war der Üoefficient von dy in do gleich 


SOHN... JB REG: RRERE.... . Er 
ARM FD) A UML) t,)(l—1,) ' 
wo &, &, und #, die ausser £ vorhandenen Wurzeln der Gleichung (20.) be- 


zeichnen, oder wenn für # der durch Formel (24.) gegebene Ausdruck und 
für 4, &, &, die entsprechenden Ausdrücke gesetzt werden: 


Kr; 


2A (X, +X,XA, +X,K,- + oT 
Erweitern wir den vorstehenden Quotienten mit 


AR) R- KM Ar), 


so erhalten wir im Zähler die Summe zweier Ausdrücke, von denen 
der eine 
ei ; 
KK) KK) 


“ _. RE -IIE- IHK EN 


ist, während der andere: 
PX ++, (MA) AR—A;)A;—X,) 
-BX KR, |. - (X- K)+z- (X X (X X) 
mit Rücksicht auf Beiisel (26.) et in 
nn ae 12 HE ne a HE a ol 
Schreibt man nun zur Percin 


FR) = [AD], 


so erhält man für den fraglichen Coefficienten folgenden Ausdruck, in 
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welchem sich die Summation auf ö=1, 2, 3 bezieht, 


1 vo »_ PI--W")\ 
at) 


Führt man ähnliche Operationen für die fünf anderen Coefficienten aus, so 
erhält man endlich für do, du und d$ folgende Ausdrücke: 


- . vPP' dy+a®lX,? dp u rn ( 
’ E “ = (0 
27.) dw a [x - | 
ui vPPpdw+ta’i’X’dp A’A 
(28) 2du — ae Zr 
(29 ) d9 Be < vPP'dw + „’A’X’dy AP" 


X; F,(X?)x’4 ah 


Eine unmittelbar zu erkennende Eigenschaft der Summen auf der rechten Seite 
ist die, dass die Quotienten der zu demselben Index ö gehörenden Glieder 
der Ausdrücke dw, du und d$ von den Differentialen dy und dp völlig un- 
abhängig sind, sodass diese Quotienten sich als Functionen einer Variabeln 
ve, darstellen lassen und die Differentiale die Form f(e,)de, annehmen. 

Als diejenige Variable, durch welehe wir die ten Glieder in den 
obigen Ausdrücken darstellen, wählen wir die Grösse 

r2 2 € 2 m'?/ 2 
3) =-[%-* a ]: = an ne 2 

welche bis auf einen constanten Faetor mit dem Quotienten der betreffenden 
Glieder in do und du übereinstimmt, während man den Quotienten der ent- 
sprechenden Glieder von d$ und du erhält, wenn man das (uadrat der 
(Frösse 


pP 
BLY. 0, & — 
(31.) w, IX. 


bildet. 

Berechnet man nun aus (30.) und (31.) die Grössen w’ und X, und 
setzt die sich ergebenden Ausdrücke in die Formel (20.) ein, so erhält 
man folgende Gleichung: 


32) FKeo,e)= Aw + Oziete)wi+te(e—z)(e;—i) = 0, 


u, [; E\ 


in welcher, wie zu erwarten war, ? und ®' nicht mehr vorkommen: die- 
selbe ist, wie man sieht, vom Geschlecht 3. Wir wollen zeigen, dass au: 
Differentiale von Abelschen Integralen, welche aus dieser Gleichung ent- 
springen, sich die Glieder der Summen in den Gleichungen (27.). (28.) 


_ 
\ 
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und (29.) redueiren. Zu dem Ende differentiiren wir zunächst Gleichung 
(32.) und erhalten dadurch die Gleichung: 
öF, 


a det a dluh) = = 0), 














welche nach Multiplieation mit EX) übergeht in: 

OF, or; OF, 2 op, es 

a a ea = N 
oder 

OF, ou | © or, „) 00 w)\ _ 
at zer ar dert Zar (dd) ad a) = 9 

was dann weiter auf die ERATEN führt: 

wide; (BE ner: 

F(eo,w) Fi (X) $ 


Man übersieht unmittelbar, dass nach bekannten Sätzen der Algebra bei 
der Summation nach dem Index © über die Zahlen 1, 2, 3 die rechte Seite 
gleich Null wird. Ebenso erkennt man leicht die Grössen, mit welchen 
man die vorstehende Gleichung zu multiplieiren hat, damit ihre rechte Seite 
in ein Glied der rechten Seite einer der Gleichungen (27.), (28.) oder (29.) 
übergehe. Es sind die Grössen 


a 7 LI) — £ 
A X, $' w; 1 
wAN, Ark Abe’ Re . 
Zu ut a SERERN 


Man erhält demnach folgende vier Formeln, in welchen sich die Summation 
wieder auf die Werthe 1, 2, 3 des Index ö bezieht: 


n. ) 
(33. z_Wi a TR de, Re ° dv; _.  2du 
Fil,w) F'(v,, w;) F'(v,w) Ark 4 
„yy„ wide, re ’ 
(34) Azı2 Bw. =46 \ 
Mit Hülfe der aus (30.) und (31.) folgenden Gleichungen 
ve, = P’— (1-— w)w; (i=1, 2, 3) 


lassen sich nun die Grössen w’ und 2° als symmetrische Funetionen der 
Werthepaare vo, w; darstellen und daher in Folge der Gleiehungen (33.) 
aus dreifach unendlichen Thetareihen zusammensetzen, deren Argumente 
ganze lineare Functionen der Grösse « sind; dasselbe gilt von 9 und daher 








F. Kötter, ein Problem über biegsame, unausdehnbare Flächen. 37 





auch von den Coordinaten der zugehörigen beiden Randpunkte, d.h. von: 


BE . vi—®’ c. sinp _ VP’—ı 
P 7, er P Byl—x 





a: TE 1-W? _; 
= 5 +in = I e®, S—-1m = Mr e. 








; Diese Darstellung lässt sich jedoch bequemer bewerkstelligen, indem man 

; zeigt, dass die Logarithmen dieser Grösse sich in Summen von Abelsehen 
Integralen verwandeln lassen, oder dass ihre logarithmischen Differentiale 
die Form annehmen: 


de,R(v;w;) 


gi F\(v;w,) 


Es handelt sich um die fünf Grössen 


de, _ ADPdy dy, _ »Pdy di, _ dw ® . 

z sen)’ y  2Ee-,) Er a te 
US +im) — EEE. u A _Pdp 1;d9 He ) . vd Pdy id9 
IE 377 ee FT zu u 97 IWW  ® e 


oder, da d$ schon auf die erwähnte Form gebracht ist. nur um die drei 
ersten von ihnen und den reellen Theil der beiden andern, welehe sämmt- 
lich die Form haben: 

Uvdwv+ WPD dy, 
wo U und W rationale Functionen von w und 2° bezeichnen. Man er- 
kennt nun leicht, dass, wenn überhaupt eine Darstellung in der oben er- 
wähnten Form möglich ist, R(e,,w,) die speeiellere Form w,R(e,,w;) an- 
nehmen muss. Der zweite Factor dieses Ausdrucks kann nun, wenn man 
für ev, und ıo; ihre Werthe aus den Formeln (30.) und (31.) einsetzt, mit Rück- 
: sieht auf die Gleichung (25.) auf die Form 
E U er 
J gebracht werden, wo U, V, W rationale Functionen von w und &’ sind. 
Indem wir nach dem Index i summiren, verschwindet das Glied mit F voll- 
ständig, während man aus den beiden übrigen erhält 


b "2 dw w dy &' 

v(l—yw’)’B’p" Pak: 
Sollen sich also die in Frage stehenden Ausdrücke auf die erwähnte Form 
bringen lassen, so muss es für jeden derselben eine Funetion Y von w und 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 1. S 
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2° der Beschaffenheit geben, dass 


Nr? db? 
g, = ae re E- + WPLEX, ENTER 


eine rationale Function von v,; und w; wird. 
Nun lassen sich in den vier Fällen sehr leicht derartige Functionen 
errathen. Man erhält nämlich in den einzelnen Fällen folgende Werthsysteme 














u % F S, 
l. N: i u U—ı 
) ‚dw ee 
$°(®’—)) (1 w‘) / A y)4 el Jh Pre 
x 2 2 „"A’X? ” v;—4 
0 Pc »(1—-w’) | (1-v)+ u) a ar ug 4: 
n _ OB NA) 957 _ 08 ya-p)-r2X) 
_ (u-A)(u—x) 4 
Bi. w? ’ 3 
> _ fa 2 PO ITER an ; , 2.232 vi 
Dr er P’— (2b —z—i)(1—W’) |? eye — 2b——I)1—-uw)—zWN E 


(v, Inn Sen +». 


m; 


Wir machen jetzt die eindeutig umkehrbare Substitution 


= —, W=-— 
$; s;} A 
. . C' [4 1 1 /. AM 
und erhalten dann, indem wir 2 2o, ne 2P setzen, zwischen #, und 
f £ 


s: 


ı 


die Gleichung 

(35) Sl, 0) = P-Mlas+B)+s(-2)E-h) = 0. 
Nach Einführung dieser Variabeln erhält man nun folgendes System von 
Formeln, in welchem sich die Summation auf den Index ; für die Werthe 


‘ ® .. ! \ D t,, ' . 
I, 2 und 3 bezieht und zur Abkürzung f’(t,) = Met gesetzt Ist: 


36 Zi __O z__. 0, zii _ Zu 
M) Fun Miu ne 
ER dad „ds (s-A)s A; ds; (s—)s, 
BETT er ı rt 
'39.\ dd, __y I: (m) —A) 
ME 4 ga f'(t,) t; ’ 
d(5,+in,) ds; [ (sms) , vaztı — 1 
/40.\ ATI) „ u RT) ü 4 _yD 
(40.) reg h 3 ray : +V2B (th Y2P) |. 
/ d(5,—in,) a ds; [ (s:—x)(s:—A) Ir fıi rw >| } 
(41.) - & in, = 7a i FT —-- —} 2 Fol ! } 29) | 














m a TEN TEE EEE EEETTEEN ae 
Re TEE di; N a ee N a ; 
& ee ix a A Na le el a az ae EN TE PROBEN 
NER LITRN Ba an a el RETTEN = ! a wa aa aan ni nn 




















en Te RE TEE 
BE Da az übe ER Braun ea 1 a kein ap dc a af ae $ 
5 ER EEE ua sin A aan udn ala u ulnrn ul Sa ln ra na a er unherc EAN: 
r E ’ E Mahl Saar dl un a ne eher > AN - 
4503 a user nie 
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Alle diese Differentiale lassen sich nun in einfacher Weise durch eine von 
Herrn Weierstrass eingeführte rationale Function zweier Werthepaare r'y, 
zy darstellen, welche beide dem durch die Gleichung: 


y’—2y’(na+ AP) +22 —z)(2—) 
definirten Gebilde vom Range 5 angehören. Diese Function, von Herrn 
Weierstrass mit H(z'y', ey) bezeichnet, soll, als Funetion von ='y be- 
trachtet, an drei festen Stellen a,b, (@e=1, 2, 3) von der ersten Ordnung, 
ausserdem an der Stelle zy in der Art unendlich werden, dass für «!=xzy =-y 


(@—z)H(@y, 2y) 
wird: an einer weiteren festen Stelle a,b, soll die Funetion den Werth Null 
annehmen. Bis auf die letzte sind alle diese Bedingungen erfüllt durch 
den Ausdruck 
oA oA 


1 \Fy, 2y) | oa, Wi \ F(y',a,b,)} 
En 4 L- I; ( { - { 
öflzy) | ar’ (14 a er t+ Zr) 


oy 
wo zur Abkürzune 


Fy,zy) = (y+y)(y’+y’-2(ec+/P)), 


er u u 
FETTE 
Tr a ° 


gesetzt ist; wir erfüllen auch die letzte Bedingung, wenn wir von dem obigen 
Ausdruck den Werth subtrahiren, welchen er für © =a,, y = b, annimmt. 

Setzt man in H(x'y', ey) für x’y' ein Funetionspaar ein, welches die 
Umgebung der Stelle a,b, darstellt — z.B r,=a,-+t, — b,+t Bl) 
wenn die Stelle a,b, nicht singulär ist — so erhält man, falle (zy) in vr 
reichender Entfernung von dieser Stelle liegt, eine Entwiekelung von der 
Form 


I" Hay). + Zt" H@ ay),. 


Die Funetionen H(zy), und H®(ry), liefern uns die drei Integrale erster 
und die drei Integrale zweiter Gattung: 


J(zy), = fr H(xy),de und J(zy), = £* H'zy),de. 


a, by a h ) 


Zu den Integralen dritter Gattung gelangen wir, indem wir in H(x'y', xy) 


x* 
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zwei. specielle Werthepaare z’y’ und x,y, setzen und dann bilden 


Say, @y)—-Hciy), ay)| de. 


Ar 
Für uns kommen in Betracht die fünf Fälle: 
2 =ry=0, no yo; eh =(, no yo; 2-0 y=(0, no y,09; 
z=-0 y=- 2, co yo; d«=0 y= —Y2ß, 2,0 Y,00; 
denn, abgesehen von additiven Gliedern der Form 
3 4,H@y).. 


erhalten wir in diesen Fällen für die Differenz 


H(&y', ey)—H(z,y., xy) 
die Werthe 


ER 3) 2; er 
Fy) yfy) yf'(y) 
1 _ ja —i) _ 559 (4-1 y3B 
or 28 (y+Y2B)}. 
_ 1 Jezw@zA) | 1539 (4_vapı| 

Die Theorie der Abdelschen Functionen lehrt, wie man einen Aus- 
druck von der Form: 





nn 6:4 r 
z/ Hay; zy)—H(zuyo; zy)|de, 


Io’a 


oder vielmehr diejenige Grösse 
E(x'y', z,Y; 9% 5). 


von welcher die vorstehende der natürliche Logarithmus ist, durch die drei 
Summen 


a=3 aYa 
(42) u,= E / " Hlay);de G=12,3 
a—i!t 


ada 


darstellen kann. Sind nämlich 


. < J a3s1 23 
2W,5; 2W,; (3 1,83 


simultane primitive Perioden der Integrale J,(@«=1,2,3), 2n,;, 2n,; die 
entsprechenden Perioden der Integrale J'(zy),, @ eine eindeutige Function 
der Variabeln «,, w,, a, welche durch die sechs Gleichungen 
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‚2 aß at aß 
43) u + 2w,;, u +2W,;, %+2w;,) = e* Nat. + Hu, U), U;) 


(#=1,2,}3) 


mu’. Fü 
O(u,+ 201, +20), 0 +20,,) = est tw), 1, 1) 
bis auf eine multiplicative Constante bestimmt ist, endlich 


v,=Jay), w. = IzuYyo). 
und &,, @, w, gewisse sowohl von «,, %, 2, als von z’y', z,y, unab- 
hängige Grössen, so ist: 


9(—w.+0.)O(u.—w.+0,) 
dabei ist zu beachten, dass die verschiedenen Integrale zwischen denselben 
Grenzen auch auf demselben Wege zu bestimmen sind. Ferner ist zu be- 
merken, dass die Perioden nicht unabhängig von einander sind; es bestehen 
zwischen ihnen folgende Gleichungen 


0 - 
r Fe I(—w, u.) Ku,.— «t a (Jay), —J(z'y'), 
(44.) E(z y, TuYo; U,%,4;) = = Ne 5 Bo la nl HE ) e a Pe BoYoda)ta. 


w n r 
< (0, —0;,0,,) = 0, 
’ 


(Na; n5; ng May) =U, 
(45) 47 En 


a 4) 





0 
ren En ar 
(Nur Ws, May @4;) 15 ( I1=a)' 
Was endlich die Grössen w, betrifft, so kann, wenn 
7 
(46) c,= Z/ ""Hlzy).de 
A 2 bs 


gesetzt, und mit p,q, eines der vier Werthepaare bezeichnet wird, welche 
einer beliebigen linearen Gleichung 


Py+tas+y = 0 





genügen, f 
u= 
0. = 632 KP,9,) 
u= 
und in Folge dessen 
f 5 u=4 
uU, W, + ww, —=U, + WW, ı k J(p. Au). 
MT 
av ’ıu’y’ ’ u . Pulu / . 
(47.) = PJ / H(zy).de — / H (zY). de — 62 & / H(zy), dx 
u "ab "ab. . BE b, 
’z 93 ’ ’y’ ut (Pulu j 
= E/ "Hay).de— [ Hlay),dr—ı 5, / " Hlay),de 
A ‘& I ‘x n i ‘ 


pA= LE 


gesetzt werden. 
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Es ist leicht zu sehen, dass der letzte Bestandtheil eine halbe Periode 
ist. Nennen wir nun den ersten Bestandtheil v,, den zweiten —w',, so dürfen 
wir 

3=3 B=3 


A .,@ ' i 
(48) W-w.tw, = 0,—0,+ 2 2uzw,t 3 2v;w,; 
P= 


A=1 


setzen, wenn wir unter «, und v; Zahlen verstehen, die den Werth O0 oder 


; haben. Definiren wir nun eine Function (u, %, %; u,v) durch die 
rleichung: 


( 
s 2n, [7 @ FF Au ] Kir Bi 
(49.) Hu, 1,0; u, v) = el Mu tm) Ride] ge, +20, +20, +20), 


in weleher 


— f=3 A=3 
. ! 

W, r z 47 Wu + P> V;W,3 (a=1, 2,3) 

Fe p=1 
und 

— A=3 f=3 j 

Na - u Als Nas + m Var (a=1, 2, 3) 
A= = 


ist, so haben wir die Gleichung: 


- ! ! 
E(zy,zuYo: %%,U;) 


(D0.) O(cu— Wu; tl, v)Olo, B; w,;5 u v) E el Ey -Iz, Y,)u) Ca — Ch) 


0 
' I, ar \ r ER 
0 (Cu—W, , U, V) 0(i u— Wu 3 uU, v) 





Jetzt fehlt zur völligen Lösung unserer Aufgabe nur noch die Bestimmung 
der Charakteristik, d.h. der Gesammtheit der Grössen u,, v,. Bevor wir uns 
an diese Bestimmung machen, wollen wir mit der Bedeutung der eingeführten 
Buchstaben eine Aenderung vornehmen, welche, ohne die Gültigkeit der 
aufgestellten Gleichungen aufzuheben, eine leichtere Bestimmung der Perioden 
vestattet. Es bleiben nämlich die Relationen zwischen den Perioden, die 
Definitionen der T'hetafunctionen, wie endlich der Ausdruck für 


E(zy, 2,90; %9,%;) 


ungeändert, wenn wir statt der ursprünglich eingeführten Integrale erster 
(Gattung diejenigen benutzen, welche aus den Ausdrücken der Form 


3 
1) Hay); = 3 c,,H(zy), (4=1,2,3) 


a=! 
entspringen, wo die Grössen e,; bis auf die eine Bedingung, dass ihre 
Determinante ./ nicht verschwindet, völlig willkürlich sind; gleichzeitig 
ist dann die Bedeutung der Integrale zweiter Gattung dahin zu ändern, 
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dass an Stelle der ursprünglichen Funetionen A®(xy), die Funetionen 


04 
52) HOay)= 2, Hay). 


benutzt werden. Wir wählen die Constanten e so. dass 


93. H EEE H a > ) € x , 
5) Hang Hen= 7 Han 70 


wird, und verstehen also von jetzt ab unter e, den Ausdruck 


A=3 (Sazu5 — 
P> /  H(ay),de (omsiä,Bn. 


Belt, 

Für die Bestimmung der Perioden sind von wesentlichster Bedeutung 
die singulären Stellen des Gebildes 

y"—2y (ac+P)+r(2-z) 24) = 0 
und ihre gegenseitige Lage. Ausser der unendlich fernen Stelle gehören 
nun hierher zunächst die Stellen 
st ya), (er g=0), ar y=Dd); 
der Grösse nach geordnet mögen die Grössen 0, z, 4 mit ,<b,< b, 
bezeichnet werden. Bezeichnen wir mit a,, a,, a, die Wurzeln der Gleichung 
(ee+PV—-a(2-z)c—)) = (0, 
so sind auch die sechs Stellen singulär: 
(2=a, y= +VYaa,-+P) (=1,2,3), 

Die Grössen a,, a;, a, sind entweder sämmtlich reell, oder es ist 
eine von ihnen reell und die beiden anderen sind eonjugirt imaginär. Tritt das 
erstere ein, so haben wir folgende sechs Fälle zu unterscheiden 


l) — a ee er Te u a 
2) b, 2x d, , A = d, Mr. b; 4 b; < . d;. 
4 h we , 

3) b, _ da, He ad, < b, a pe 5 Gen b; Bl d;, 


4) b, sb, <— E LT NT ii, 
9) I, <a < ,<b< 5 <<, <— 
6) b, en b, kn % b, _ a, u ur E ni dA, “ ee d;, 


während für den Fall zweier imaginären Wurzeln 
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7) Br N, b; <b< 6, 


& 


8) . <un-2cie d;, 


104 

9) b, <b, < N 4 
sein kann. Die Bestimmung der fundamentalen Periodensysteme fordert die 
Bestimmung von eo=3 Paaren geschlossener Integrationswege, von denen 
sich nur zwei zusammengehörige und auch diese nur je einmal schneiden. 

Für den Fall 6), den wir als den bequemsten weiter durchführen wollen, 
erhalten wir solche Paare auf folgende Weise. Wir beschreiben zunächst 
in der z-Ebene um 5, und 5, als ihren Brennpunkten eine Ellipse K, und 
in derselben Weise um 5, und 5, eine Ellipse Ä,, welche von den singulären 
Punkten nur 5, und 5b,, resp. b, und 5, einschliessen; dieselben mögen sich in 
P, und P\ schneiden. Von den vier Werthen y, welche zu P, gehören, 
haben zwei die Eigenschaft, dass wir, nachdem wir eine der Ourven K, und 
K, durchlaufen haben, zu dem ursprünglichen Werth zurückgelangen; in 
dem zweiten Schnittpunkte P, langen wir auf den beiden Wegen mit ver- 
schiedenen Werthen y an. Die Integrationswege K, und K, schneiden sich 
also nur einmal. Zur vollständigen Bestimmung gehört noch, dass wir y 
für P, fixiren und den Sinn, in welchem wir die Integrationswege durch- 
laufen, so festsetzen, dass K, den Integrationsweg K, im positiven Sinne 
schneidet. Ein weiteres Paar von Integrationswegen der verlangten Art 
erhalten wir in zwei Ellipsen X, und K, mit den Brennpunkten b,a, und 
d,@,, welche sich in den Punkten P, und P; schneiden. Im Punkte P, kann 
y zwei durch das Vorzeichen unterschiedene Werthe annehmen, für welche 
die Wege K, und K, geschlossen sind und sich nur einmal schneiden; 
und zwar haben die Paare von Wegen, welche wir auf diese Weise von 
K, und K; erhalten, keinen einzigen Punkt gemeinsam. Wir haben also 
drei Paare von Integrationswegen K,K,, K,K,, K,K;, welche sich gegen- 
seitig nicht schneiden, obgleich sich die beiden letzteren in der x-Ebene 
decken. Man erhält, wie leicht zu sehen, für die Integrale erster Gattung 
folgendes System von Perioden: 


/Hay)ıdı 20,20, 20,20), —20,—20),, 
/ H(ay).da 2w,,20, 20,20, —2W.— 205, 
[Hay)de 0 0 2w,2w, +2w,42w},, 
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während sich für die Integrale zweiter Gattung das simultane Periodensystem 
ann 2nı 2mı2 2172 —2nm. — 2m: 
2n:ı Zn: 22 2n2. — 22: — Zn: 
0 0 2m 202 +2 +27: 
ergiebt. ° 
Von den oben angegebenen Beziehungen (Gl. (45.)) werden einige 
in unserem speciellen Falle zu Identitäten. Es bleiben noch 7 Relationen, 
nämlich: 


1) 0,0, —-0,0,+2(W,0,— 0,0.) = (0, 
0 Be M| ' ae 
2) Mm Na Mai N1+2(N2 N2— Na Ne) = 0, 
‘ ! ! r R ’ ni 
3) Nu — Nu@ı +22 — MW) = SR, 


‚ J | 6 ‚ ! ’ 
(54.) 4) N@,1 7 N2ı + 2( NW 2 — 22,5) — VÖ, 
5) MH — +22, — 1) = 0, 





ni 
6) Na — Na +2 (NW — NW) = SIR, 
fi . ! ; N ri 


Mit Hülfe der speciellen Eigenschaften der Periodensysteme lassen sich 
die Constanten «, » näher bestimmen. Bekanntlich verschwindet 
ve, —w,; u,v), 
sobald eins der Werthepaare z,y, dem Werthepaare x’y’ gleich wird, d.h. 
wenn man schreiben kann: 
' 29 / \ y 
v-w, >= / H(xy),dx + / H(zy),d«, 


RT 4 


wo 2,Yı, &,Yy, Völlig willkürlich sind. Wir setzen jetzt fest, dass x, = «,, 


4 


y,=—y, sein soll; dann können wir bewirken, dass 9,—w| = u, —w, — U 


wird, während v9,—w;, einen beliebig vorgeschriebenen Werth 
. 4u' w.,4-4v'w;; 

annimmt, wo « und v reelle Grössen bezeichnen. Für die genannten 
Werthsysteme z,y, giebt es eine allgemeine Form der Differenzen », —w), 
nämlich 

Zu (w,+W,)+2r (w.+W,;) (a=1,2,3), 
Für ein solches Werthsystem können wir nun bekanntlich die Bedingw 
dass #(e,—w,; u,v) verschwindet, wenn wir 


e) 
18, 


2 r ! z ! 
u, =uU, W= U, u ;, MW =U, tu, 
2 zZ ! zZ ! 


van. any, vv —=rntV 
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setzen, auch schreiben: 

9(0,0,0; wW,v) =. 
Wenn w und v' Zahlen mit dem Nenner 2 werden, so nehmen «” und v" 
dieselbe Eigenschaft an. Da nun das Gebilde kein hyperelliptisches ist, so 
können für 000 gerade T'hetafunetionen nicht verschwinden, d.h. die vier 
Charakteristiken, welche wir für 


ten. 
Sul ian: BR: ee: 


u — 0, v' on 0; uw — 4. v' - 0; w —— 0, v' == 1: u en 1 y' == 


op 


erhalten, müssen die Bedingung 
Z4u'v'=1 (mod. 2) 
erfüllen; daraus folgt, dass wir 
(5) wen=4b ww, n=P 
setzen dürfen. 
Eine noch genauere allgemeine Bestimmung der Charakteristik werden 
wir nicht geben, sondern die vollständige Bestimmung des Werthes von 
E(x'y',xY0; %%4;) 

nur für den Fall durchführen, dass, wie bei unserem Problem, v, einen ge- 
wissen constanten Werth hat. Bei der Beschaffenheit des Periodensystems 
lassen sich nämlich die dreifach unendlichen 'T'hetareihen mit den Argu- 5 
menten %,, %, a, rational darstellen durch Thetareihen mit den Argumenten 4 
%,, % und solche mit dem Argumente «, *): ist nun die letztgenannte Grösse 
constant, so reduciren sich die dreifach unendlichen Thetafunctionen auf 
zweifach unendliche. Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu erweisen, 
bilden wir die Funetion 

(96 ) fu: „Ur, U;, U, v) m. ou. Ur, Uz, U, v)teet Ol, U; , 5; w, v), 
wo die Charakteristik «, v völlig willkürlich ist, und die Grössen w' mit 
den Grössen «u verbunden sind durch die Gleichungen 








w=4, = w+4, u, = u;+4- 
Berüceksichtigen wir, dass für ganze Zahlen p und g 
(87)  Olu,; u+p,v+g) = EParayea: u,v), 
und für ein beliebiges Aggregat simultaner Periodenbruchtheile 


. % ' ” ! ! E_ ! ! 
2w,= 3 2u,w,s+ Ss 2v;0,; und 27,.= 3 2u,n,,+ 2 DV Nas> 
p=1 p=1 


B= A=1 





N ' ' 
a‘ u ru b) da did ) 


en 9 = BR ?® N < 
(58.) Hu, -2w,; U, v) >> eel2n.(u.+0,) von + 2a] 9 . 





*) Vergl. die Abhandlung der Fr. von Kovalewsky, Acta Mathematica Bd. V. 4 

















a A 








F. Kötter, ein Problem über biegsame, unausdehnbare Flächen. 67 


ist, so erhalten wir, indem wir zu «, und «,, nicht aber zu w,, eine Periode 
von der Form 
20, = 2p,w,ı+2p.08.+29,0,,+49,@,, u da 
addiren, oder, was dasselbe besagt, zu «,, %,, @, eine simultane halbe Periode 
von der Form 
20, ur 2P. 8 ı+-P:w »— pw + 29,0, + 29,0, — 29,0, (.=1, 2,3) 
hinzufügen, folgende Gleichung: 


f(u+2@,, w+2@,, u; u, v) = f(m, %, u; u, v) 


59. 92 - 9% o - s » f v,-v, 1. 
Sue 27,(u,+@,)+25,(u,+0,)-i[q,(p+2u,)+9,(P,+2(u,-u,))m+2]| p,», +P, 3 |mi 


>xe ? 





Fügen wir jedoch zu a, die Periode 
20, = 2pw.+4gw), 


und lassen «, und «, ungeändert, wofür wir auch sagen können, dass 
%,, %,, a, simultan um die halben Perioden 


20, . p(w.+w,)+2g4(w,.+ 0 ,;) (a 1, 2,3) 


vermehrt seien, so erhalten wir für f(«,, %, %; u,v) die zweite Relation: 


| f(u,, u, %+2@,; u, v) | 
27,0, +6,)-iglp+ Xu, tu )]a +27 ip =": 
5 fu, 9%, 9; u, v)e 2 
Die Bedingung (59.) charakterisirt bis auf einen lediglich von «, 
abhängigen Factor f(u,,%,%; u,rv) als eine Thetafunetion der Variabeln 
a, und a, mit den Perioden 


(60.) 


fr ' 
20,1, 20,1; 20 ,», dw, (a=1, 2): 
21a; Ma; Mar; Ana (a=1,2 


und der Charakteristik 
U, U — Us, V, I(v,—rv;), 


während die Relation (60.) den vorerwähnten Factor als eine T'hetafune- 
tion der einen Veränderlichen #, mit den Perioden 


20, Adwn: 2n:, 4m 


und der Charakteristik 


U, U;, 4(v,-+v;) 
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erkennen lässt. Wir haben also die Gleichung 
. — . | —_ni „t+r ) . ) 
(61.) fa, Ur, U;, U, v) KT ou,; u, v)-+e ie ou,; M, v) 
\- C,,0(u;; +15, 4(9+r;))Ol(u, 0; u, m—U;, v, I,—rV;)). 
Wenn die Charakteristik («,v") mit (u,v) verbunden ist durch die Gleichungen 
„am, n=rnt+l, =9, 

so ist 
[“,%,0; u,v) = Mu,; u,v)—e"etr)Ylu,; w, v) 

= (,, lu; +0, 4(%+r3+1))O(u, 05 u, m— 1, vr, nr; -+1)). 
Wir erhalten also für #(u,; u,v) einen Ausdruck von der Form 

Ada; w+u,46+r;)) Olu,u; u, 12—u;,v, 4(9,—PV;)) 

+B6&lu; w+u,, 4,4; +1))Olu, 0; 1, 1, vr, 4,—r;+1)), 

in welchem A und B Constante bezeichnen, welche durch Speeialisirung 


leicht zu erhalten wären. Für die T'hetafunetionen, welche wir oben an- 
gewendet haben, ist 


Ya. f ia 


il 


, I. =U;, VYı=P;, 


und zwar war jede der vier letztgenannten Grössen 0 oder 4; für diese 
Charakteristik ist also, wenn d = (w-+4u;), e= 4{n,+r,;) ist, 


(62) (Ko. Ww;; u,v) = Alu —w;; d,e Io —w,%—w; 40,140) 
a BI, dee ee 


Ein Werthesystem x,y,, für welches die linke Seite verschwindet, ist 
! ' ! ' “ 
=, Yı=y, R=8, p=y, 5-0, =. 
Die Integrale, welche zu den beiden ersten Werthepaaren gehören, sollen 
auf demselben Wege bestimmt werden wie w'; über den Weg der Integrale 


FIN Zune 
t, =. H (zy),de 
2% 
soll später verfügt werden; dann erhalten wir die Gleichung 
AdCt-+w;; d,e )Ilth—w,b—w;; 10, 10) 
+ BA; +wi; d, e+1)t —w,,b—w,; 40, 44) = 0. 

Die einfach unendlichen Thetafunetionen sind beide gerade; wir können also 
das Zeichen von t;+10;, ändern und den Inhalt der vorstehenden Gleichung 
auch so aussprechen: 


! 
I,—w, 





B N ER BR, 
eu 


n » v ae ae ala ann 
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ist eine Nullstelle der Function von «,. =, 


(63,) AY—(t,-+w); d,e )Olu,w; 40,10) 
+ BY (— (t,+w;); d, E41) du, 5; 0,44). 

Dieser Umstand gestattet eine wesentliche Vereinfachung der von 
uns gesuchten Ausdrücke. Wir haben es nämlich nicht mit allgemeinen 
Werthsystemen x,y, zu thun, sondern mit solchen, welche sämmtlich der 
telation: 


Xp 


(64) #2 —Pr’—2P(1—y)y’ 
Genüge thun. Diese Gleichung hat als Function des elliptischen Werthe- 
paares (zy?) die Wurzel 2=0, y’=0 und drei weitere; aus jeder der 
letzteren ist ein Werthepaar s,f, abzuleiten. Unendlich wird die linke Seite 
als Function von (xzy’) betrachtet nur im Unendlichen, und zwar von der 
vierten Ordnung. Es gilt also, welches auch immer die Bedeutung und 
der Werth von 2° und w’ sein möge, die Gleichung 


a=3 st, de 
z/ H(zy),d da+/ H(zy),dx — 
=. 


oder es ist, wenn der vorläufig noch unbestimmt gelassene Weg von t£, 
passend gewählt wird, 
0% = —t, 

Für unsere Werthsysteme gehen also die dreifach unendlichen Theta- 
funetionen in die oben erwähnten Funetionen zweier Variabeln über. An 
Stelle der ersteren können wir daher Ausdrücke von der Form setzen: 
(9(t.—w su,v)&oe,—w,; u,v)—O(lt,—w,;u,v)O(e,—w,; u, v" 
| vet (u,v)=140,11)], ni 


+) +) 
- - # 


(69.) 


den einen Fall ausgenommen, dass f£,—w), eine gemeinschaftliche Nullstelle 
beider 'Thetafuncetionen zweier Variabeln ist; das tritt ein für !=-0y=V\. 
Um eine Formel für diesen Fall zu erlangen, betrachten wir das Werth- 
system 

su =($4 y-y) m; =(, = A \27 
und nehmen sämmtliche Integrale auf demselben Wege wie die Grüssen w\, 
welehe hier den Werth 


.i()i) 
i \ u 
H’xy).da 
ex 
haben. Man erkennt dann leicht. dass 


! : , 
U; zn 0; Br (t, en; m; ) 
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gesetzt werden darf, und dass also für 


du m, 4a 2 I Hey).de = un dw m. 


der Ausdruck (63.) ebenfalls gleich Null wird. Für den Ausnahmefall 
erhalten wir demnach an Stelle von (65.) den Ausdruck 


(66). ee ee 
Ein lineares Aggregat zweier Thetafunctionen mit den Charakteristiken 
(uv)=140, 40, (wr)=40, 
kann bekanntlich als T'hetafunetion zweiter Ordnung mit der Charakteristik 


(40, 00) angesehen werden, deren Perioden in gewisser Weise von denen 
der vorgelegten Funcetionen abhängen. In unserem Falle sind die Perioden 


2 
2 


! ' 
dw, h) 4w,.; h) 2w,, ’ 4; ’ 
‘ ! ' 
ana ’ Ana Naı ’ PAIR . 
Bei dieser Umwandlung wollen wir jedoch die Thetafunctionen statt durch 


Beifügung der Charakteristik durch einen Index bezeichnen und zwar sollen 
den Charakteristiken 


04, 04: 10, 00; 00, 40; 44, 10; 

die Indices 
0, 1, 2, 3, 4, d 

entsprechen. Dann kann jede ungerade Charakteristik durch den Index 0 
oder 0#(2=1,2,...5), jede gerade Charakteristik durch einen Index von 
der Form 0x4(2,4=1,2,...5) bezeichnet werden (cf. Schottky, "Theorie der 
Abelschen Funectionen von drei Variabeln. Leipzig 1880. $4. pag. 16), 
wenn wir die zu einem aus den Indices (o,/ß,Yy,...) zusammengesetzten 


Index m gehörige Charakteristik in folgender Weise bestimmen. Zum 
Index « möge die Charakteristik 


(=1, 2) 


vol 


v, 


wo 
No 


vol 
wol 
wol 
lm 


4194040, Fair }eie) 

gehören, zum Index £ die Charakteristik 
A R , ü 
(PL, 4e9Le), etc. 


Sind O1, 0%, &”, &”) die kleinsten nicht negativen Zahlen, welche den 
Relationen 


I III LIT, (mod. 2) (=1,2, 
dl, (mod. 2) G=1,9 
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genügen, so soll zum Index (m) die Charakteristik 
(4 I) I I, 1 el”) 1.59) 
gehören. So ist z.B. die Charakteristik des Index 034 gleich (00, 00), 


während der Index 025 durch den einfachen Index 1 ersetzt werden kann, 
weil zu beiden die Charakteristik 


10, 00 
gehört. 
Das Product 
u—ım 
(u) 
II duo), 
wo 
Akzın 


= vr) u 0, 
um 


ist eine specielle T'hetafunetion mter Ordnung. Ihre Charakteristik stimmt mit 
derjenigen einer T'hetafunetion erster Ordnung mit dem zusammengesetzten 
Index (k,, A, ... 4,) überein: Die allgemeinste derartige Function erhält 
man durch ein lineares Aggregat der speciellen Funetionen mit gleicher 
Charakteristik. 

Nun ist ein bekanntes 'T’'heorem, dass sich jede Thetafunetion mter 
Ordnung von oe Variabeln linear ausdrücken lässt durch r? specielle; d.h. 
auf unseren Fall angewendet, der Ausdruck 

%v,; u,v)Olu,; u,v)—Ov,; u,v)Olu,; u,v) 
lässt sich als eine algebraische Summe darstellen von irgend vier linear 
unabhängigen Ausdrücken der Form 

Hu, — 9.) u, 1 Vu) b) 

und zwar sind hier k, und A, so zu wählen, dass sie zusammen die Charakte- 
ristik des Index 1 liefern; solche Ausdrücke sind 

%Ku,—v,)ı O(u.+9.)n, Ku,—v,.) Hu,+0. Ja; 

u,—v,),0 (u, 4% )oi Hu, —9,)n (u, + ®.Ju13+ 


Da aber die vorgelegte Function für «,= +v verschwindet, so sind die 


Üoefficienten der beiden letzten Glieder gleich Null zu setzen; ferner erkennt 
man leicht, dass der in Frage stehende Ausdruck überhaupt eine ungerade 
Funetion ist; bis auf einen eonstanten Faetor stimmt derselbe daher über- 
ein mit: 


ß u,—v,)nI(u,+%,n Hu, v,)0(u,+v,) 


ajyıl® 
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Dieses wenden wir auf den Ausdruck 


zZ / “aey,zy)— Heasy),ay))de 
e 


li 
Agdu 


an; setzen wir für e,-+t, den Buchstaben e/,, so dass also 


' 


A=)3 ale — 0 __ 
ev, = EZ / "Hlay),de+/ Hlay).de re 


B=1* 


’ 


ist, so ergiebt sich für den genannten Exponentialausdruck der Werth 





E(z'y), 2,40; U,,%,, u;) 
67) | _ Mi) Meer), Oele, „Zitat 
ns f) ö - 
6(0,—2t,),, 0(0,—2W0,), — 0(v,— 2t,), 0(o),— 2w),),, 


ist xy’ identisch mit 00, so ist der Zähler mit 


(1) (1) (1) (1) 
' fr ı 6 ! ! fi ' ! g < ! ' c AN 
Ge, ir 2t, , 20 „)oı 6e, ver 2t, Fir: Zw,» —-6(v, 2t, u 2w,),0(e, Tre 2, — 2w,)n 


zu vertauschen. Für die weiteren Entwieckelungen haben wir zu unter- 
scheiden, ob es sich um eine Ellipse oder eine Hyperbel handelt; wir 
wollen die Rechnung hier nur für den ersteren Fall durchführen. In 
diesem ist 5, = (0 und daher 

t, = w,+20, (a=1,2), 
wo 2@®, eine Periode der dreifach unendlichen T’hetafunetionen bezeichnet: 
folglich ist 2f, auch eine Periode der letzthin angewendeten T'hetafunctionen, 
bei welcher der Coeffieient der dritten primitiven Periode ungerade ist. 
Daher dürfen wir in dem Quotienten der Differenzen von T'hetafunetionen 
2t, einfach unterdrücken, wenn wir gleichzeitig das Minuszeichen in ein 
Pluszeichen verwandeln. Nur in dem Ausnahmefall tritt im Zähler keine 
Aenderung des Zeichens ein; dafür aber haben wir dem Ausdruck den 
Factor 


23 22n.(u.+ w,) 


hinzuzufügen, wo 27, die Periode der Integrale zweiter Gattung ist, welche 
der Periode 2£, entspricht, d.h. in den ursprünglichen Perioden geschrieben: 
7.1+27.. Nun ist aber der Coefficient von #, in der schon vorher vor- 
handenen Exponentialfunction 
» ! ! » ' ' 
=; ! 2 t \ x ! 2, 0 Tr 
a y).-I ay). = S ’ Hlay).de— / ""H'(ay).de. 


R% RR 


Der zweite 'T’heil verschwindet, wenn 2,9, & x wird, wie es bei den für 
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unsere Aufgabe in Betracht kommenden Werthepaaren der Fall ist; der 
erste wird in dem speciellen Ausnahmefall 7,,+-27),. Berücksichtigen wir 


al 


nun die Relation (64.) zwischen ? und w einerseits und den Grenzen der Inte- 


grale andererseits, so erhalten wir, da w,=0 ist, aus (67.) für «=0 y=-V0: 


(1) (1) (1) (1) 
B- _ C 0(v,— 2w/,).0(v,+ 2w/,),, — 0(v,— 2w,,),, (ev, +2w/,,) 
p 20(v,),0(o;),, 


Setzt man 2! =, y =, resp. e=4, y=(), so erhält man links 


YA— #’ YyP’—ı 
resp. 7 
ByYl— Byi—ı 


und rechts, da die w, bis auf ganze Perioden gleich w,, resp. &,,—+w,, 
werden, 
0°(v,),— 0’ (v,),, 


C' 0°(v,), + 0° v,)o 
20(v,),0(v),),, 


20(0,),0Co;),, 
(NB. wenn # >4 ist). Für die Constanten C’ und CE erhält man mit Rück- 
sicht auf die Gleichung 


resp. E 


IVB’—r 1’, $ VA—B° ı 


a, = (+7) ii =1 
Pyi—x $Py)—ıx 
> ) eu Ye TER Lean 
—— u u etzt e@ ch z=UV, y = +12P, 80 
die Werthe z und iv Setzen wir jetzt endlich 0, y 129, 8 
na yi-W ' 
erhalten wir links - ee, rechts dagegen einen Ausdruck 
! (1) ! ] ! iR . 
Ü 6(v,), 000% on 2w, 01 +0(0,),, O(t . 2wu)» e I Sc L v, I c 
Voss SERIE Y.y Ju ha A a 2 \ . 


26(v,),0(0,)., 


Indem man aus den fünf Gleichungen 9, w und 2 eliminirt, erhält man 
eine Gleichung, aus welcher sich durch Speeialisirung € und €, ergiebt. 
In Folge der Differentialgleichung zwischen y und 2 wird e, eine lineare 
Function der von uns oben « genannten Grösse, welche die horizontale 
Projection des zu g gehörenden Theiles der gesuchten Fläche darstellt. 
während ®;, einen eonstanten Werth erhält. Unterdrücken wir nun bei ® 
und «0 die Accente, so erhalten wir die Coordinaten zweier entsprechenden 
Punkte des Randes des gegebenen ebenen und des gesuchten krummen 
Flächenstückes als Funetionen eines Parameters « vermittels der folgenden 
Gleichungen: 
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1 0’ + 60a), 


Tr nd . Ki 4 
\x 20 (vu) ld). | 
1 oO ldaı 


TE Moden ” 
o Ü 60. —2Ww,), Olva+2Wa) —I(u,— 20.),: Oo. + 2w.), 








be 26(0,),0(va)ı 
E I_ ir Korte Ü 60.) v.+ 2wu)s + Old.) Oo, +20.) e"" +n 
Eee $ 20(v,), du): 


9) 0a ra), + Oo) OU), nm 

20(0,), 00 .),, 
Nachdem so die Coordinaten entsprechender Randpunkte als Funetionen 
eines Parameters dargestellt sind, ist es sehr leicht, die Coordinaten belie- 
biger Punkte als Funetionen zweier Parameter zu bestimmen. Es seien 
x, y und &, n, E die Coordinaten eines .Punktepaares in der Ebene und auf 
der gesuchten Fläche. Da einer durch den Scheitel des Seetors gehenden 
Geraden in der Ebene eine erzeugende Gerade der Kegelfläche entspricht 
und da gerade Linien, welche nach der Befestigung des Gebildes im Raum 
gerade bleiben, keine Aenderung ihrer Länge erfahren können, so giebt es 
ein solches Paar entsprechender Randpunkte, dass 


&-in = 6 


= 2... mu tz 
ze 9 EH+m 3 En 5 
ist; nennen wir den gemeinsamen Werth dieser Quotienten f, so erhalten 
wir dureh die fünf Gleichungen 
2=tr, yly, S=td, Stin=tHStin), $-in=ts—in) 
die Coordinaten eines beliebigen Punktepaares als Functionen der beiden 
Grössen Z und x dargestellt; damit ist das Ziel dieser Abhandlung erreicht. 


Berlin, December 1885. 


a 
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Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen Gesell- 
schaft zu Leipzig für das Jahr 1889. 


Obgleich durch die Untersuchungen von Borchardt über das arith- 
metisch-geometrische Mittel ein gewisser Zusammenhang der Thetafunetionen 
mehrerer Variabeln mit mehrfachen Integralen nachgewiesen worden, und 
obgleich die Ausdehnung des Abelschen Theorems auf vielfache algebraische 
Integrale schon Jacobi nicht unbekannt war *), so scheinen doch selbst die 
betreffenden Doppelintegrale noch keiner erschöpfenden Betrachtung unter- 
worfen worden zu sein. Da sich nun zeigen lässt, dass, wenn z. B. 
39,9,93,9,9, gewisse einer sogenannten Rosenhainschen Gruppe (Ürelles 
Journal, Bd. XL, S. 342) angehörige T'hetafunctionen zweier Variabeln « 
und v bedeuten, die Determinante 

ie a 
0 08 09%, 


ou ou ou 

ou oo ou, 

a = Er 
dem Product 9,9,9, Feen ist, so ergiebt sich daraus (Leipziger Be- 
richte, Jahrgang 1884, 5. 187; vgl. die Pe Abhandlung, 8. 79) für 


= == m , 9.) 


lx d 
dudv = un 


V Rey) 


*) Siehe Crelles Journal Bd. VIII, S. 415, sowie Rosenhain in seinen an Jacobi ge- 
richteten Briefen im XL. Bande des Crelleschen Journals, wo auch Integrale von der Form 
F; .. betrachtet werden, in denen F(tu) das Product von sechs linearen Factoren 

YF(tu) 

A+Bt-+Cu ist. Vergl. ferner die Nötherschen Arbeiten in den Göttinger Nachrichten, 
1869 Nr. 15 und Bd. II der Mathemat. Annalen, S. 293. 


10* 
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Die Gesellschaft wünscht 
eine eingehende Untersuchung der allgemeineren Doppelintegrale 
von der Form 
SET 
“+ YR(ay) 
wo f eine rationale Function sei, in ihrem Zusammenhange mit 
den 'T'hetafunetionen zweier Variabeln. 

Preis 1000 Mark. 

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die 
(resellschaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen 
Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu 
verfassen, müssen deutlich geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto 
versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das auf der 
Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und Wohnort 
des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November 
des angegebenen Jahres, und die Zusendung ist an den Secretär der Gesell- 
schaft zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften 
werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des folgenden 
Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigen- 
thum der Gesellschaft. 


Leipzig, im März 1886. 











Ueber eine Transformationsformel für Doppel- 
integrale *). 


(Von Herrn W. Scheibner in Leipzig.) 


Di. Auflösung der quadratischen Gleichung fx = (0 beruht darauf, 
dass der Differentialquotient fx nur zwei entgegengesetzte Werthe annehmen 


s i or 1 a 
kann. Dies folgt z. B. aus der bekannten Gleichung :7z =(), mithin ist 
(f x)’ durch eine ganze Function der Coefficienten — die Diseriminante — 
gegeben. 


Bei zwei Functionen zweiter Dimension in x und y sind im Allge- 
meinen vier Werthsysteme xy vorhanden, für welche f=g%=0; in der 
Jacobischen Gleichung (dieses Journal, Bd. XIV S. 286) 


ar-+bu-+tc 
z Br = 0 


of p) 

o(zy) 
steigt die Funetionaldeterminante auf den zweiten Grad und kann vier Werthe 
annehmen. Setzt man jedoch 


f = pzy+pıc+py+p = V\, 
p= gqaytgqetaytg =V\, 


so redueiren sich die vier Werthsysteme von zy auf zwei (zwei Schnitt- 
punkte der gleichseitigen Hyperbeln rücken ins Unendliche) und die Fune- 
tionaldeterminante 


fg) 
olzy) 


= (PI-PH)THFPR-PI)Y+PıR—Pp2Q: 


*) Abgedruckt aus den Berichten der math.-phys. Klasse der Königl. Sächs. Gesell- 
schaft der Wissenschaften 1884 (Sitzung am 15. December). 
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wird linear. Alsdann bleibt die Kesggr gültig 


ug 


O(@y) 
sodass wiederum (u r ) eine ganze Funetion der Coefficienten p und q 
darstellt. Man erhält mit leichter Mühe 
nr ) = (Pe Pr9ıtP9s—P39) — (Pe P29)(Pı93—-Psgı) 
= (MR PRBtRgN) pn pg)PBPsR): 


Schreibt man dafür mit abgekürzter Bezeichnung 


e en) = (124.03) 4(02)(13) = (12—-03)’—4(01)(23), 


so hat man auch 


(2 


ap) = (02-13)+(12+03402413)(12403—02— 13) 


= (01-23) +(12—03+01+23)(12—03—01-—23). 


Der abgeleitete Ausdruck führt zur Transformation eines Doppel- 
integrals, analog den von Jacobi in Bd. 8 und 15 dieses Journals behandel- 
ten Fällen, in denen zwei Doppelintegrale von gleicher Form in einander 
transformirt werden. Hierzu betrachte man die Coefficienten p und q als 
Funetionen neuer Variabeln »z, in Bezug auf welche f und die Formen 
annehmen sollen 

f=rws+rw+nr24+n, =, 


P=SW3+SW+ 5345, =. 


Alsdann werden die Coeffieienten r und s in ähnlicher Weise abhängig von 
x und y, wie p und qg von o und z, und in der Gleichung 


dedy dw dz 
| op) op) 
O(wz) J’ ol(zy) 


*) Dass die Jacobische Form, bei welcher der Grad des Zählers „tribus inferior quam 
summa ordinum fp“ sein soll, in solehen Fällen ihre allgemeine Gültigkeit verliere, ist 
von Kronecker hervorgehoben und zugleich betont worden, dass alsdann ebenfalls gewisse, 


den Jacobischen Relationen entsprechende Beziehungen abgeleitet werden können“. Siehe 
Berliner Monatsberichte 1865, S. 689 f. 


ie N NDR N NIT SL UENE RETTET N N NOS TOTER EIS OTLTEONRE EUER TLESTETE RETURN 
’ en Sa a nahe aut gie. rue Bra a re Bahr DELETE IE RE aa eg a re an 
Eye a 2 Ba be Es U I a ee Pe E ’ Er are 10 >> Ren er = a - “ 
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a ER N 
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finden sich die Variabeln getrennt, wenn man 
ON _ pri, fr) \ MR 
REN, (Hay) = SW) 


substituirt. Selbstverständlich gehen obiger Gleichung die analog gebildeten 


dwde _Aye dz Ja dedse dwdy 
fr) Of) fe) Op) 
O(yz) (we) O(wy) (#3) 


parallel. 
Aus der T'heorie der elliptischen Funetionen ist bekannt, dass für 
= (3), (Z) =48-8.0)3-9.2) 
oder 
dx 
V42(9?—9%.2)(9—9:.x) 
wird. Ebenso erhält man für 


3 (uo) \ I,(ur 
=( Ts ) ii er } 


wo der Bequemlichkeit halber (siehe Rosenhain. Preisschrift 8.422 
b/ 


du = 


Pulur) = Flui, vi), Yuluv) = I (ui, vi), Yauluv) = I;,(ui, vi 


gesetzt 18t, 


(x 4 2 2 2 2 ? 2 n \ 
ae 2 „_ V2y(pn— pi.“ — Pi Y) PR — Pr 2 Por Y)(P3— Ps Pin Y) 
oder 
dx dy 
dudv = — 1 
olzy) 
O(uv) 


Bestimmt man nun die constanten Coefficienten in den Functionen f 
und g so, dass 


(> er) (52) = R(zy), 


so hat man auch 
lv dz 
f dudv = = /. 
VS(w: 5: 
Wenn ein Ausdruck F(zy)dedy doppelt integrirt werden soll, so 
pflegt man den Umfang des Doppelintegrals durch Angabe des Bereichs 
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zu bestimmen, innerhalb dessen x und y variren sollen, ebenso wie bei 
einfacher Integration das Integral / Fxdxr dadurch zu einem bestimmten 


Integrale wird, dass die Grenzen oder der Integrationsweg vorgeschrieben 
werden. Als unbestimmtes Integral gilt die Funetion «-+-const., welche der 


Ö 


u 2.0 ! 7 u = 
Differentialformel da = Frdx, mit anderen Worten der Gleichung a, = Fr 


wi 


genügt. In analoger Weise können wir von einen wunbestimmten Doppel- 
integrale sprechen, wenn zwei Funetionen « und e von x und y bekannt 
sind, welche der Differentialformel 

dudv = F(xy)dxdy, 
mit anderen Worten der Relation 


Ol) >. 
en 


genügen. Und wie man das einfache bestimmte Integral — von speciellen 
(srenzwerthen abgesehen — in der Regel am bequemsten aus dem unbe- 


stimmten ableitet, so wird auch der Uebergang zu einem Doppelintegrale 


mit bestimmtem Integrationsbereiche in der redueirten Form / / dudv = /udv 


in der Regel bequemer zu bewerkstelligen sein als bei //Flay)dady. 


Bei dieser Reduetion hat man als eharakteristisch zu beachten. dass, 
während beim einfachen Inteeral die Funetion x bis auf eine Üonstante 
bestimmt ist, an Stelle von # und ® zwei beliebige Funetionen «'v' treten 

e ie ' BE Olu'v'\ 1) r g | 
können, für welche die Gleichung an —] erfüllt ist. Bezeichnet man 


daher durch p und w zwei willkärliche Functionen, so ergiebt sich 


! 4 3 ! dv 
u=gpl(u), v =wa-+ I—— 


ca 
. ou 
) ’ y ’ 04 a ae 
wenn in dem partiellen Differentialquotienten [1] a durch « eliminirt 
O 
worden ist. Auch können hier vo und «vo vertauscht werden. Analog 
lässt sich die unbestimmte Integration der Differentialformel 
Our) & 
dude = F(zy)dedy oder —,—— =F(ey) 
o(zy) 
im allgemeinsten Falle auf eine Quadratur zurückführen mittelst der 
Gleichungen 


a 





WERT 


REN TRER 
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I Fa 
um p (x y), v= wu + | — dy, 
. op a 
«/ ce Fr 
a ad al ads: (xy) | ar, 
wenn unter dem Integralzeichen ın du x durch «# eliminirt wird. 
Or 


(y ı(yg4ı > 
DCcDt hi 1 


Wenn bei einem einfachen Integrale / F(z)dr die Grenzen 


sind, so hat man noch den Integrationsweg festzustellen, um den Werth des 
Integrals ohne Vieldeutigkeit zu erhalten. Für & =t-+ui geschieht dies 
durch eine reelle Gleichung y(tu) = 0, welche für 4,, und 4, erfüllt sein 
muss; man weiss, dass, von singulären Punkten abgesehen, eine Variation 
von g auf den Werth des Integrals ohne Einfluss bleibt. An Stelle deı 
Gleichung 9 = 0 können f und a auch als Functionen einer unabhängigen 
reellen Variabeln p gegeben sein, die innerhalb des Integrals von p, bis p, 
wächst. Man wird demnach sagen können: um das einfache Integral zu 
einem bestimmten zu machen, hat man zunächst ein zusammenhängendes 
(Gebiet von einer Dimension aus dem zweidimensionalen Gesammtgebiete 
der complexen Werthe von x auszuscheiden, etwa unter dem Bilde der 


durch die Gleichung „(tu) = 0 gegebenen — unbegrenzten oder ge- 
schlossenen — Curve, und dann auf dieser Uurve die Strecke von x. bis 


x, zur Integration zu benutzen. 
Um Entsprechendes für Doppelintegrale / /F(& y)dxedy leisten zu 
können, wird man ein zusammenhängendes — zunächst unbegrenztes 
(rebiet von zwei Dimensionen aus dem vierdimensionalen Gesammtgebiete 
complexer Werthe von xz und y auszusondern, und auf demselben durch 
eine Curve oder eindimensionale Begrenzung denjenigen (zebietstheil zu 
definiren haben, über welchen die Integration der Funetion F(zy) sich er- 
strecken soll. Ein solches unbegrenztes Gebiet liefert z.B. der Complex 
der reellen Werthe von 2 =t-+wi und y=v-+wi, charakterisirt durch die 
beiden Gleichungen #=0 und ®w=0; in diesem Complexe ist dann mit 
Hülfe einer (geschlossenen resp. unbegrenzten) Grenzeurve (te) = 0 der 
eigentliche Integrationsbereich zu bestimmen. Im allgemeinen Falle wird 
das unbegrenzte (geschlossene) zweidimensionale Gebiet dadurch gewonnen, 
dass die reellen Grössen fae w zwei Gleichungen p(tuvw) = UV und w(turıw) = U 
erfüllen sollen, mittelst deren zwei der vier Variabeln durch die beiden 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 1. 11 
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anderen ausgedrückt werden können, oder dass diese vier Variabeln als 
eindeutige Funetionen zweier unabhängigen reellen Variabeln p und g ge- 
seben sind. Die Grenzeurve für das eigentliche Integrationsgebiet wird 
dann durch eine Gleiehung x(pg) =0 zwischen den beiden unabhängigen 
Variabeln definirt, dergestalt, dass die Ungleichung z<0 den Integrations- 
bereich umfasst. 


Häufig wird indess diese Grenzeurve dadurch bestimmt sein, dass 
die Werthe, welche die (eomplexe) Variable x an der Grenze annehmen 
soll, nebst den zugehörigen Werthen der zweiten Integrationsvariabeln y 
gegeben sind. Mit anderen Worten, für die Grenzwerthe soll eine Gleichung 
y = fx bestehen, in welcher z die durch y(tu) = 0 vorgeschriebenen Werthe 
durchlaufen soll. Ist nun fe im engeren Sinne Funetion der ecomplexen 
Variabeln x, so werden dadurch ve und w als Funetionen von £ und « be- 
stimmt, welche den bekannten Differentialrelationen 


or or ei O0 ow 
‚ — ( ne 
ot ou ou ot 
folglich 
n2 n2 n2 2 
o°v o’v o’w oO’w 
—- be = Du ——=( 
or Tau? or T ou’ 


genügen. Es würde nun an sich nichts im Wege stehen, durch y= fx 
oder die entsprechenden Gleichungen v = y(tu), w= w(tu) ein unbegrenztes 
zweidimensionales Gebiet zu definiren, in welchem die gegebene Grenz- 
eurve (tu) = U enthalten ist, und auf diese Weise das Doppelintegral zu 
einem völlig bestimmten zu machen. Man sieht aber leicht, dass in diesem 
Falle die Funetionaldeterminante Sa und damit der Werth des bestimmten 
Integrals bei Einführung der reellen Variabeln fu identisch verschwindet. 

Uebrigens ist aus der T'heorie des logarithmischen Potentials bekannt, 
dass, wenn die Werthe gegeben sind, welche e und » längs der Grenz- 
eurve z(ta) =0 annehmen, während im Innern (auf einer Seite) derselben 
überall 

oO’ ow  oO’w 


a‘ 

o°’v 

sr ee a 
or 4 dt? 7 3 


ou’ 
sein soll, dadurch die stetig variablen Functionen v» = (tu) und w = w(tu), 
und somit y, vollkommen bestimmt sind. Dabei zeigt sich, dass, wenn fı 
und f, zwei willkürliche Funetionen bedeuten, und 


ve = 4/if(tHWd+Hf(t-u)), 
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sowie 
1 | 
e..=.. f(dt+w)— f,(t— wi) 


als reelle Integrale der Potentialgleichung ausgedrückt werden, die Gleichung 
y=/fz im Sinne des Funetionsbegriffs complexer Variabeln nur dann her- 
vorgeht, wenn die längs der Grenzeurve gegebenen Werthe von e und » 
so beschaffen sind, dass f, = f,, mit anderen Worten, dass die Ausdrücke 
edu+wdt oder edt—wdu 

vollständige Differentiale werden. Ist dies nicht der Fall, so bleiben gleich- 
wohl ve = y(tu) und we = w(tu) die Gleichungen für ein zweidimensionales 
Integrationsgebiet, an dessen Begrenzung die Integrationsvariabeln z und y 
gegebene complexe Werthe annehmen, und alle übrigen zulässigen Inte- 
grationsgebiete werden durch Variirung der Funetionen g und w hervor- 
gehen, wenn dabei nur die der Grenzgleichung z(tu) = 0 entsprechenden 
Werthe ungeändert bleiben. Dabei wird sich nach Analogie der einfachen 
Integrale herausstellen, dass eine solche Variation der Funetionen p und w 
erst dann von Einfluss auf den Werth des bestimmten Doppelintegrals werden 
kann, wenn gewisse singuläre Stellen überschritten werden *). 

Die vorstehenden Andeutungen mögen genügen, um zu zeigen, wie 
man bei Doppelintegralen mit complexem Integrationswege zur Reduction 
auf reelle Variabilität gelangen könne. 


*) In Bd. II der Mathematischen Annalen S. 304 hat Hr. Nöther „beiläufig bemerkt, 
dass schon die Doppelintegrale (algebraischer Differentialausdrücke) die Eigenschaft haben, 
bei stetig veränderten Integrationsgebieten zwischen denselben Grenzen im Allgemeinen 
sich stetig ändernde Werthe zu geben“. 








Sur la nature arithmetique des coefficients des series 


integrales des &equations differentielles lineaires. 
(Par M. S. Pincherle a Bologne.) 


h n’est peut-&tre pas sans inter&t d’@noncer un theor&me qui donne 
une condition necessaire A laquelle doivent satisfaire les eoefficients d’une 
serie de puissances, integrale d’une &quation differentielle lineaire A coef- 
ficients rationnels. On aborde ainsi pour ces integrales une question ana- 
logue a celles qu’ont etudiees Eisenstein et Heine pour les fonetions alge- 
briques, M. Tehebicheff pour les fonctions eomposees d’un nombre fini de 
fonetions algebriques, exponentielles et logarithmiques, et M. @omes-Teixeira 
pour les integrales des &quations differentielles du premier ordre. 

Soit une &quation lineaire du mitme ordre 


=) Sz(autra„c++a,c)y"(e)=0, (au =1) 
h=( 


ol a,, sont des nombres entiers, et soit 
x N 
2) = Fuer, (v=1) 


une integrale de cette &equation. On sait que o doit ätre une racine de 
l’equation determinante 
Er 


(O. 


\ 


\ 


) D(o)= e(e—1)...(e—m+1l)+a,-,.0(0-1)... (oe -m+2)++a,0+ta = 0, 
et je me bornerai pour le moment au cas le plus ordinaire, oü cette &qua- 
tion est irreduetible et la difference de deux de ses racines n’est pas un 
nombre entier. 

Cela pose, je me propose de d@emontrer le theor&me suivant: 

„Les eoeffieients e, de la serie (2.) sont des nombres algebriques, 
appartenant au domaine de rationalite defini par l’equation (3.).* 

„Les eoeffieients des puissances de oe sont, dans ces nombres, des 
fractions qui, reduites A la plus simple expression, ne contiennent au deno- 
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. ’ . u: I 
minateur que des facteurs premiers p, tels que la limite de - ‚ pour2z= x, 
est un nombre ne@cessairement fini.“ 

A cet effet, jindique par E(o), E,(e), ... des nombres algebriques 
de la forme 


n } 1 1} n—] 
k,+k, 0- u k, ‚0 


ou les eoefficients A,, A, ... sont des nombres entiers, et par F(o), F,(o), ... 
des nombres algebriques de la m&@me forme, mais olı les eoefficients sont 
fractionnaires. 

Les eoeffieients e, de la serie (2.) sont lies par une relation reeur- 
rente, et l’on apercoit aisement que cette relation peut se mettre sous 
la forme 

D(o-+n)c, = E,(o)c 


n—] <\N / 


T E,(o‘ C, L Mes. I E,(0)c,-,- 


Or il est facile de verifier que les premiers eoeffiecients sont des nombres 
de la forme F(o); supposons quw'il en soit de m@me jusqu’au ceoefficient ec, 
on aura 

D(o+n)c, = E,(o)F,_(e)+E:(o)F,_(o)+-- 


\‘ 


HE ,(o)F,_,(0), 


P\Y, P\NS, 

ou, plus simplement, puisque le second membre est de la forme F(o): 
D(o+n)c, = F(o). 

Soit R, le resultant des formes D(o), D(o+n); R, n'est pas nul puisque 

la difference de deux racines de (3.) ne peut, par hypothese, @tre un nombre 

entier. On sait quil est possible de determiner deux fonetions entieres A 

«oefficients entiers de go, et de degre m—1, E,(e) et E’(o), telles que 


D(e+n)E,(0)—-D(io)E(e) = R,, 


2 


d’ou, par Vequation (3.), il resulte 


1 _  Er(o) 
D(o-+n) er R,. 
et par consequent 
F(o)E, er 
a 
R, U\N / 


Cette formule demontre d’abord que si c,, &, ... e,_, sont des nombres de 
la forme F(e), il en est de mä@me de c,. 


nl 


En outre, on voit que F,(o) eon- 
tient, dans les denominateurs de ses coefficients, le facteur A, en plus que 
F,_,(0); de m&me F,_,(o) eontiendra le facteur R,_, en denominateur en plus 
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que F,_.( 


o), et ainsi de suite. Il en resulte que ec, pourra s’eerire 


Mais le resultant R, est du degre m dans les coefficients de D(e-+n), les- 
quels & leur tour sont de degre m en »; par consequent A, eontient » au 
degr@ m’ au plus, et peut s’eerire 

R, = an” ten” "+ +e,,, 


OU Eu, &ı, ... sont des nombres entiers. Le plus grand facteur premier p, 
de R, sera done 


Pr = |euln+je ln" + +jen 
et par consequent nn aura certainement une limite finie pour n=x, e. q.f.d. 


n? 











Bemerkung über elliptische Integrale. 


(Von Herrn Woldemar Heymann in Dresden.) 


In einer Nachschrift zur „Anzeige von Legendre, Theorie des Fonc- 
tions Elliptiques“, Troisieme Supplement (vergl. dieses Journal, Bd. 8, 
p. 413 — 417) giebt Jacobi die Darstellung des elliptischen Integrales erster 
Gattung mit imaginärem Modul in der Form P+0QY-—1. 
Er findet daselbst *) 
I dp 


vo Ni—(e+fy-1)sin’g 


2 l | dx 
yv2V/ Y(1-e)”’ +ff—e+1* Yya(ll-z)(l +kAr)(1 +kr)(] Jr) 
— Va-e+tff+e—1 [: .d. 
11. Y(l-e)’+ff+e / yıdı 


y2(yA-e)’+ff-—e+1). YA—z)1+klr)1-+ke)(1—)r) 
worin 
a Mt VS re 1 
Vee-+ff—e | Vee+ff+e 
Die Veränderlichen x und % stehen in folgendem Zusammenhang 
(b’-+ec')sing 


Yx = - m —— 
y1—b’sin’pg+y1-— e’sin’y 


4 


und hierin bedeutet 
b’=e+fY—-l, =e-fV—l, 
b =VY1—-bb, ce =Vl-ce. 
Bei Gelegenheit der Untersuchung von Abelschen Transcendenten, 
welche unter der Quadratwurzel solche ganzen Funetionen besitzen, die den 
sogenannien reeiproken Gleichungen entsprechen, trat mir das oben be- 


: 1 e 
*) Der Factor 7 welcher in dem Ausdruck für das zu entwickelnde Integral vor- 
y2 
kommt, ist erst später in dem von Borchardt herausgegebenen Bd. I von Jacobis Werken, 
p. 382 berichtigend hinzugefügt worden. 











38 Heymann, Bemerkung über elliptische Integrale. 


merkte Integral mit complexem Modul ebenfalls entgegen, und es ergab sich 
für dasselbe auf dem von mir eingeschlagenen Wege nachstehende Zerlegung 
in die Form P+0OY-1: 

”g dp 1 ’w (I+w} — 1)dıe 
« | / . 2 / ) 4 « f j z © un . 
» N1-(e+fY—l)sin’p rer Ye|ı +2 T wu: 1 +2 wa’ | 


wobei die Veränderlichen p und w durch die Gleichung 


[1+2 n 0 w| 


sin’p 2w f 
an einander gebunden sind. 

Die Richtigkeit des Resultates wird leicht erprobt, wenn man in das 
gegebene Integral direet die letzte Substitution einführt, also an Stelle von 
p durchweg «w bringt. 

Es ist wohl augenscheinlich, dass die Jacobischen Ausdrücke eine 
viel eomplieirtere Gestalt besitzen; überdies wird die Rechnung mit den- 
selben noch dadurch erschwert, dass die verbindende Substitution, d.h. die 
Gleichung zwischen x und g in imaginärer Form (von der sie allerdings 
befreit werden könnte) auftritt. 

Dass trotzdem zwischen der Jacobischen Formel und der zuletzt auf- 
geschriebenen ein innerer und wesentlicher Unterschied nicht stattfindet, 
wird erkannt, wenn man in jener die Substitution 
w 
kA 
macht, gehörig redueirt und allerorts die Parameter e und f einführt. — 
Dann entsteht die neue Formel buchstäblich. 

In Anbetracht, dass der erwähnten 'T’ransformation eine fundamentale 
Bedeutung nicht abzusprechen ist, habe ich mir erlaubt, die vereinfachte 
Darstellung mitzutheilen. 


Dresden, Juli 1887. 
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Ueber die Integraldarstellung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe. 


(Von Herrn Paul Schafheitlin.) 


Her: Pochhammer hat in einer ausführlichen Abhandlung (dieses 
Journal, Bd. 102, S. 76—159) die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten durch 
mehrfache bestimmte Integrale integrirt. Es dürfte vielleicht nicht un- 
interessant sein, das Hauptresultat jener Arbeit in kurzer übersichtlicher 
Form darzustellen und gleichzeitig den Zusammenhang zwischen jenem Inte- 
grale und dem schon früher von Herrn Goursat *) ermittelten vor Augen 
zu führen. 

Sei 


n—] 


(1) Z0u”'(a,0—b,) 


\ 
Pr t 


2) ee—1) 


d’p(e) =), ,=d: 
ABER ee 2170 
dıy(r) 


(Te -0) vl == 1) 
dv \ EN 


wo a,, b,, 7, o von e unabhängige Grössen bedeuten; ist x ebenfalls von 
v unabhängig, so folgt: 
n—1 wi d! YG (vx) 


[® \ $y' 9] f a nm 
(3.) z a,2e—b,) I = ©, 


Nun setze man: 


4) ya) = Swlo)gler)dr, 
wo g und A von x unabhängig sind. Dann ist: 


dr; A 
a —I_ - / vw I de 
q 


dx! der 


 ' 
5.) RR: 
aa a a dp \ ,_., deiig 
— ar ıf > | u ) 1’ u ?, -)e’ \ dv. 
| der! J . / \J dv 


dw! —] 





*) Annales de l’Eeole Normale, serie II, tom. XII, pag. 281. 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 2. 12 
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Wendet man (2.) auf das letzte Integral an, so folgt: 


f —i h 77 - RR 
(6.) =? nn Mae [v’ v . 1 +J bunte ini nun wor“ „dtp P ie. 


# der dor dert 
Setzt man in (5.) p—1l an Stelle von p und addirt (5.) und (6.), nachdem 
man dieselben mit zwei unbestimmten Coefficienten #,_, und 4, multiplieirt 
hat, so ergiebt sich: 
de-Iy , dry 
. mp1 ey ur 
(7) de Sr 77 2 ie Jar 77 
6.) i 
/ s 


) dr Ip ” IA,lT+P)— "Kp- 1,0 — 2 „(0 +Pp)- -Ko—ıı Rz drIp 
.. be y de r-! ] + n- .- we der! dv. 





Nun bestimme man 2 2 , so, dass: 
1, c+p)—-%,-\ = (T-0o)za,_,, 
4,(0 +P)—%-: (T— 0) b,-: 


l 


Dann folgt: 


(8.) hr en a, 120 —b,_ı; 
I. g: (o+p)a, 12 —(t+p)b,-ı. 


Summirt man (7.) von p=1 bis z, so erhält man: 
N jr—1 R h 
9) Seth) m: „levz, Te 
denn das Integral in (7.) verschwindet wegen (3.) für jeden Werth von v; 
es ist in (9.) zu setzen: 
30): ae 
Bestimmt man nun g und % derart, dass die rechte Seite in (9.) verschwindet, 
so genügt y einer Gleichung »ten Grades, welche (1.) analog gebildet ist. 
Man setze: 
x,t4, = 0,0%—d,; 
so 18t: 
11) (,=(o+p+llata.; = (o+1l)a, 
ld,= (T+p+1l)b,+b,_;5 K=V. 
Sind a, b, o, r gegeben, so werden durch (11.) ce und d eindeutig bestimmt; 
sind umgekehrt e und d gegeben, so lassen sich a, b, o, r bestimmen. Um 


Il(o-+p) 


dies zu zeigen, multiplieire man die erste Gleichung (11.) mit (— 1)? - TTo 


und addire von O bis z, so folgt: 


(12) Z(-DP(o+1)(6+2)...(o+p)e, = 0 
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Nachdem aus dieser Gleichung »ten Grades o bestimmt ist, ergiebt sich a 
aus der Gleichung: 


(13.) 2, (-D*lo+1)(o +2)...(0o+p)e, = (-1)’(o+1)(0o+2)...(o+s+1)a. 
Für 7 und b, erhält man die analogen Gleichungen : 


(14)  Z(-Dr(r+2)(7+3)...(+p)d, = 0, 


p=1 
(15.) Z(-1)(T+2)(T+3)...(T+p)d, = (-1)’(t+2)(T+3)...(74+s+1)b. 
p=1 


Der Zusammenhang zwischen den Üoefficienten der ursprünglichen 
Differentialgleichung und denen der neuen: 

105 ‚ dey 

(16.),: Bar (2—d,) — 


=0: dh=VU, 
Pet ’ dx’ 

stellt sich sehr einfach dar, wenn man von derjenigen Form von (1.) aus- 
geht, welche ich in meiner Dissertation *) die Normalform genannt habe: 
man überzeugt sich leicht, dass dann auch (16.) in der Normalform auftritt. 

Sind A,, Ar, ... 4, die singulären Punkte der Differentialgleichung, 
&,, für u=1,2,...n; v=]1,2,... « constante Grössen und bezeichnet 
man mit St, die elementare symmetrische Function vten Grades der Grössen 
k und mit ©(r,e,) die elementare symmetrische Function rten Grades der 
Elemente der uten Gruppe: &,,, & und ist: 


ee € u, u 





Fr / e- u: y“ 
f \ f3 \ En) ia vo 
(17.) ä\k. u) a z \ 1) v' —v ! Kai 
yım .\ J» 
ferner: 
Sy. f an N BE E 4 / zr \ 
as) |P@-b 0 = 230 wow: 
\ Os 
u. \ u / \ 
| Bd P € 0) Pe. < P, € 0) 


so ist: 
Be LP -; j 
(19). . 28 2 (-1)"B(n—p, &_,)R,2”” 


pi) dev yv—ı ae" 
die erwähnte Normalform der Differentialgleichungen »ter Ordnung. 
Aus (17.) folgt sofort: 


(20.) 3(, u+1l) = 43(4, W+3(—1, u) ( 


*) Ueber eine gewisse Klasse linearer Differentialgleichungen. Halle a. S. 185. 


12* 
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ferner: 
(21) 364, 4)=05 464 De 
und hieraus in Verbindung mit (20.): 
(22.) 3(),u) = 0 > u) 
und 
=.) 2.0) = 1%. 
Wegen (22.) darf in (18.) für die untere Grenze der Summe 4 gesetzt 
werden. Schliesslich folgt aus (17.): 
1 | 11 )+1 ort y“rl 
(a4 ‚PeTra)- As ) v\(a— v+1)! 
a Br u 
bar; - Z IS = ge 
= W-N!A—r +1)! a! "rn 2) 
in 
= u)! @-NMa-rHt' 
Da für z=0 die innere Summe verschwindet und deren Anfangsglied für 
jedes andere z, so folgt: 
u! w* 


5 (1), 


ee z x(u— x)! =, v!Q—v)! 


oder 


(24) 3(&+1, u+l) = ul on | 


Setzt man &,,+1 an Stelle von &,, für jeden Werth von v, so 
ergiebt sich leicht aus der "Theorie der algebraischen Gleichungen die 
Formel: 


z — v A! j 
22. S(o—; u, €, Eu l) = = uli— u)! S(e— h, 6). 
‚u 


‚ (24.) und (25.) beweist man sofort die Richtigkeit der 


” sie 
u 


st 


Vermittelst (20. 
Formel: 
26.) Blo—u, +1) = Blo-u, &8)+lu+l)Ble—u-—1, 8). 
Um (1.) auf die Normalform der (»—1)ten Ordnung zu bringen, 
muss man setzen: 
k, == k; RE 7 MPE 7 |; B. = 1; 
deswegen treten in (1.) nur die Elemente der letzten und vorletzten Gruppe 


N 


auf: nennt man dieselben &,, &, ... @,_, und @,, ©, +.» @,2, $o hat man 
zu setzen: 
n—1 
)7 ra x PEN Y & RE au ee 
27) 0,=Ba-p—1, 0)= 23 WSß@-u-I,a)  v=n, 


n—? 


(28) b,=B(n-p-1, o, = 236-1, u)S(n—u-2, 0) (vZD». 
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Aus (27.) folgt in Verbindung mit (11.): 


n—1 
= 3 1(p, wtlotp+l)ä(p-1, u)}S(n-u-1, «,) 0» 
und vermöge (20.): 
n —1 
co, = 3 |5(p, u+l)+(o+1)y(p, uw)} S(n—u—1, «,) v2» 


oder wegen (21.): 


„= = ı(p, u)S(n—u, @,) 
(2 ss 
(29.) 2 


+ = 3(P, u)(o+1)S(n—u—1, «,). 





Setzt man 
(30.) o+1l = «a 


rt 


und bezieht alsdann © statt auf o,, ©, ... @,_, auf die Grössen «,. &....«,. 
so folgt nach einer bekannten Eigenschaft der symmetrischen Functionen 
aus (29.): 

(31.) e,= F&3;(p, u)S(n-—-u, «,) 


7 = Bn-p, @, | 
Man überzeugt sich leicht durch (11.) von der Richtigkeit von (31.) auch 
für o=0 und 1. Setzt man 
32.) . +2 =o, 
so folgt analog aus (28.): 
(33.) d, = Ö(n-—p, 0,); 


P N 


aus (31.) und (33.) folgt, dass (16.) thatsächlich in der Normalform auftritt. 


Es erübrigt noch, die Grenzen g und h zu bestimmen. Wegen (30. 

und (32.) folgt aus (2.): 
wo) = 0" (IT, 

abgesehen von einer willkürlichen Constanten. 

Man überzeugt sich sofort, dass 

ie ul d’""g(ex) 
vu = A,v' wen 

für o=0, 1 oder x verschwindet (für e = 1 verschwindet die Summe 
wegen (3.) identisch), sobald das Integral (4.) selbst einen endlichen Werth 
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besitzt; bei Einführung dieser Grenzen ist somit (4.) eine Lösung von (16.), 
sobald es überhaupt endlich ist. 

Doch übersieht man sofort, dass eine der Grenzen auch eine Fune- 
tion von x sein kann, wenn nur für diese Grenze 


1 n—1 
ger), En a ! Li 


dc dx 
verschwindet; dies kann für den Werth 
(35.) ®e= 
stattfinden. Denn setzt man: 
36.) yle) = Zul)” 
so ergiebt sich zur Bestimmung von r aus (1.): 
(37.) r(r—])...(r—n+35)(r—n+2-+a,,—b,_.) =. 


’ ® 1 
Itr=0,1,...n2—3, so genügt (ex) für e = 2 den obigen Bedingungen 
nicht. Die letzte Klammer geht vermöge (22.), (27.) und (28.) über in: 
r—n+2+&(1,0,...0,-)-8(1,01, ... &9,_-.)+3(n—2,n—1)—3(n—3,n—2) = 0 
oder nach (20.) und (23.): 

58.) r = 9+9%+'-+0,.—- (+04 -+0 


N 
n—1J*' 


Ist nun 
(39) r+l>n 


9 
. . / . = 1 .._ u = B n n .. 
so ist in (4.) auch die Grenze - zulässig, vorausgesetzt, dass für g(er) 


die an der Stelle vo = - mehrdeutige Lösung eingesetzt wird. Damit aber 
das Integral (4.) alsdann endlich ist, braucht nur die Bedingung 
(40) r+1>0 

erfüllt zu sein; es lässt sich zeigen, dass man in der That sich von (39.) 
befreien kann. 

Ditferentürt man (16.), nämlich: 

4) ZartBn-p, 0) Ban, ln = 0, 

so folgt vermöge (26.): 

(42.) I 2" |dn—p, o,+1)c-B(n—p, 0, +1)| 

“= 


d . ie RE a 
Fe eine Lösung derjenigen Differentialgleichung 


drt!y 
dert! 


= 0, 
Hieraus erkennt man, dass 


ist, welche aus (41.) dadurch entsteht, dass «,+1 und e,-+1 an die Stelle von 
@, und o, getreten sind. Bezeichnet man eine Lösung von (42.) mit y, (x) 





a 
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und differentiirt (4.), nämlich: 
ı 
(43) ya) = [| "d-TT god, 


so erhält man, wenn (39.) erfüllt ist: 

1 

’x a m an—1 \ 

(4.) yıla) = / el)" p,(ex)de. 
g 

Für «, = «,+1 und eo, =e,+1, die Elemente von g,, gilt alsdann die Be- 
dingung: 
— (++. +0,_,)+2 >n 


n—1) j ae 


! ’ ’ 
0, 70277 (d) 


Vn—2 


oder 
r+1>n-l. 
Dieses Verfahren lässt sich so oft wiederholen, als das Integral endlich 
. . . es . rg 1 . . 
bleibt, und hieraus sieht man, dass für die Grenze — nur die Bedingung 
(40.) nöthig ist. 
Demnach können in: 


„ A a,—1 Tal _ 7... 
(45.) ya) =-/ #" (1-0) p(ex)de 
/ 


q und h zwei beliebiee der Grössen 0. 1. x. bedeuten. sobald nur das 
9 g > 


” . . ® Y l . « 
Integral selbst endlich ist und bei der variablen Grenze i die an der Stelle 
1 * .. .» f \ r * * * 
En mehrdeutige Lösung für Y(ex) substituirt wird. 


Die an der Stelle 2 = 1 mehrdeutige Lösung ist: 


1 


(46.) yle) = f° TAT nloz)de, 


wie sich leicht zeigt, wenn man setzt: 
1-vz = u(l-.e). 
Wendet man (45.) auf sich selbst an, so folgt: 


w=//S-/ 


” 
‘ 


1 N 
(1 - TV, Ur... 1, 


”) 


1 


1 


N 
.— Op— 1 ap- 
x ITe,! .(d4—o,_,,)” de,_.41; 


Nn—»p 





J 
J 
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wo als Grenzen 0, 1, » für irgend eine Integration zu nehmen sind und 


1 u“ . s 
ausserdem EEE Tg rt für A,: doch ist zu bemerken, dass, wenn diese 
i V Ö,...d,—1 


'ariable Grenze bei einer Integration auftritt, die Grenzen sämmtlicher fol- 
senden Integrationen wegen (46.) 1 und die entsprechende variable Grenze 
sein müssen; dann ist, sobald das Integral endlich ist, (47.) eine Lösung 
von (41.). Für die Grenzen 0 und 1 ist (47.) schon von Herrn Goursat 
abgeleitet worden, für die anderen Grenzen nur für =. 





Setzt man in (47.): 


l l 
(48) 0, = nn 


LO D,... Une n—1 
so gelten für #,_, dieselben vier Grenzen wie für ®,_,, und man erhält bis 
auf einen eonstanten Faetor, wenn für i,_, wieder ®,_, geschrieben wird: 
zer y(e) de Y.../ A-z0...., ee ll-e, do,_, 
(49.) BEE 


A —0 \0,_1-0,—1 
x Tr (1-o,_, PT de 
3 





Setzt man: 


0,+1 = (U r 


P 


(50. | O, —0 


et = 0, bL>1; 2-0, = 0, 

so geht das Integral (49.) in (47.) über mit Vertauschung von «, und @,. 
diese Vertauschung ist unwesentlich, da die Grössen @ unter sich und o 
unter sich vertauscht werden können, ohne dass (41.) geändert wird. Man 
erkennt somit, dass y(a,,0,,x) und z'”".y(a,,o,,x) Lösungen derselben 
Differentialgleichung sind. Wegen der Vertauschbarkeit der Elemente o 


» . ‚ 1— ' .. 
folgt hieraus, dass auch y(«,,e,,x) und x ”y(e,, o,, x) Lösungen der- 


selben Differentialgleichung sind, wenn: 
f eo, = 0,—0 +1, 
a | 
le, = e -at+l 0>n; & = 2-0. 

Diese Eigenschaft der Differentialgleichung (41.) lässt sich auch unab- 
hängig von der Darstellung der Lösungen durch bestimmte Integrale un- 
schwer beweisen. 


Setzt man in (dl.) A=n-—l1, so ist nach (4.): 


7 ' j ! 
(52) ya, 0,0) = J ven Tg), g,, de. 
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Substituirt man in (52.) 
ver = 1, 


. f 1 .. . .. 
so gehen die Grenzen 0, 1, x, _ über in O, x, ®, 1 und man erhält: 


3 


y» 


' *h; ! N ! 
' Un an—1 On— — 0,— 1] l 
yo), g,, 2) = a rt) pa), 
Nach der obigen Bemerkung folgt hieraus: 


» 


77 
(53) ya,0,D)= / Mrt-a)"glo,, &, Dat. 


9 


Dies ist die von Herrn Pochhammer *) gegebene Form, aus welcher sich 


ebenso wie oben ein (a—1)-faches Integral ergiebt, dessen zu integriren« 


Funetion lautet, wenn für £ wieder e gesetzt wird: 
n—1 
R On In On—1/,; Q—21—1 £ NOp ap] 0,—02- 
(©, 1%) O1 (%,—1) 11 (0, 7 “ e £ T 2 1 z . 


Nimmt man 0, ©, 1 und = resp. ®,_,, ® 


22 2. % als Grenzen, 80 


befriedigt das (a—1)-fache Integral die Gleichung (47.), sobald es endlich 
ist und sobald, wenn bei einer Integration die Grenze 1 auftritt, in allen 
folgenden Integrationen als Grenzen 1 und die variable Grenze gesetzt 


werden. 


*) a.a.0. vergl. Formel (83.)— (36.). 


Berlin, im December 1887. 
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Ueber einen Satz von Dkirichlet. 
(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 


\\ ie schon Dirichlet selbst bemerkt hat, lässt sich der von ihm 
bewiesene Satz über die arithmetische Progression auch auf quadratische 
Formen ausdehnen: „... on prouve non seulement que toute forme qua- 
dratique renferme une infinit&E de nombres premiers, mais encore quelle en 
eontient qui soient d’une forme lineaire queleonque compatible avec la forme 
quadratique donnee‘“*). Die erste dieser Behauptungen ist von Diärichlet 
nur für einen Speeialfall, allgemein aber von Herrn H. Weber bewiesen 
worden **), während für die zweite noch kein Beweis veröffentlicht zu sein 
scheint. In vorliegender Arbeit soll, in möglichst engem Anschluss an die 
Webersche Abhandlung, diese Ergänzung beizubringen versucht werden. 

1. Der zu beweisende Satz lautet genauer formulirt folgendermassen: 

Jede eigentlich primitive binäre quadratische Form ax’ +2bxy-+cy‘, 
deren Determinante D=b—aec kein Quadrat ist, stellt unendlich viele Prim- 
zahlen dar, welche zugleich in einer gegebenen mit den Charakteren des Ge- 
schlechts jener quadratischen Form verträglichen primitiven Linearform Mx-+N 
enthalten sind. 

Es genügt den Fall zu betrachten, dass M durch 16 und durch D 
theilbar ist. Es sei 


ai 
WO P1, Pax -.. von einander verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten, 
9, 7, Ay, ... positive ganze Zahlen (0 >35). Ferner seien 9, 9, --- 


Primitivwurzeln für die Moduln p}, p:, ... bezw., » eine relative Primzahl 
zu M; dann kann (D. $ 131) stets gesetzt werden 


*) Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, t.X, 285. 
**) Math. Annalen, Bd. XX, p. 301. Ich werde diese Abhandlung kurz mit W., 
die Dirichletschen Vorlesungen über Zahlentheorie mit D. eitiren. 
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n = (-1)5° (mod. 2), n=g” (mod. p”) @=1,2,...), 


wo die Indices «, ß, y, bezw. nach den Moduln 2, 2°”, p/”” (p,—1) voll- 


ständig bestimmt sind. Sind nun (D. $133) 6, n, ©, irgend welche Wurzeln 
der Gleichungen 


nn, —] \ 
> 30—?2 PeRz Br 7, —1 
FalL % =1, a’ 4 a 3 


” 


so heisse das Product 
Hn’on@;... 


ein Charakter der Zahl » (mod. M) und werde mit (nr) bezeichnet. Die 


Anzahl der Charaktere von » für den Modul M ist = 2" p/ "(pn —1)--=y/M). 
Dem Werthsysteme d=n7=9®,=@,=:--=] entspricht der Hauptcharakter. 
Die den Werthsystemen = +1, 7= +1, © = +l, ... entsprechenden 
Charaktere mögen ambig, die übrigen öimaginär, Charaktere 7 und r', die 
Systemen von conjugirten Wurzeln 6, n, ®,, ... und H"', 7", ©, '..... ent- 


sprechen, ebenfalls conjugirt heissen. Die ambigen Charaktere sind sich 
selbst econjugirt. 

Von den Formen der Determinante D sollen, wenn D negativ ist, 
nur die positiven in Betracht gezogen werden. Die Klassen der zur Deter- 
minante D gehörigen eigentlich primitiven Formen lassen sich durch Zu- 
sammensetzung aus einer gewissen Anzahl von Fundamentalklassen 9,,9,,.... ©, 
erhalten (W. $ 1 u. 2). Bezeichnet man die Zusammensetzung von Klassen 
in derselben Weise wie die Multiplication von Zahlen, so lässt sich jede 
Klasse © in die Form bringen 


0 = %...0, 


b 


und man erhält jede Klasse ein- und nur einmal, wenn man s,, 8, ... 8 
vollständige Restsysteme bezw. nach den Moduln z,, %,, ... 2, durchlaufen 
lässt, wo z, den Grad von ©, bedeutet, d.h. den kleinsten (positiven) 


» 


Exponenten, für welchen 0,“ zur Hauptklasse wird. Die Anzahl der Klassen 
ist demnach 


Be ir. 


’ 


Von den Zahlen », mögen n,, %,, ... 2;_, gerade, n,, MH. ... m 
ungerade sein. 
Sind &,, @, ... @, irgend welche Wurzeln der Gleichungen 


N, 


a. = a - 7 w’ =], 


13" 
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so entspricht jeder Klasse 9 = 0) 0%.,..0) eine bestimmte Ahte Wurzel der 
Einheit 


—. sı 83 Sy 
0 = 0W}...W,, 


welche mit %(9) bezeichnet werden und ein Charakter der Klasse © heissen 
soll (W.$1). Auf diese Klassencharaktere % finden dieselben Benennungen 
Anwendung wie auf die Zahlcharaktere r. Die Anzahl aller Charaktere % 
ist 4, die Anzahl der ambigen unter ihnen 2°”'; sie seien 
Ar In Si m 
Ist z irgend ein Charakter, so mögen die Produete 
Ah Kan :+-« As 
der zu % gehörige Complex heissen und 
ER ETFS 
der eonjugirte Complex. Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass der zu 2 gehörige Complex sich selbst eonjugirt sei, ist: 
Für jede Klasse © muss sein 
Kto 
d.h. die Wurzeln w, müssen vierte Wurzeln der Einheit sein. 
2. Die eigentlich primitiven Klassen der Determinante D seien 
9, 9 0... 
und mögen repräsentirt werden durch die Formen 
VD War :.. Yu 
Diese Formen können und sollen so ausgewählt werden, dass sämmtliche 
Coeffieienten positiv sind. 
Der Beweis stützt sich auf die Betrachtung der Reihe 
L = vo) E I go 2 4.4 az 
1 2 h 
in welcher sich die Summationen =’ auf alle Werthe von x, y er- 
streeken, die 
1’. keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, 


2". die betreffende Form v=ar’+2bxzy-+.cy’ zu M relativ prim machen, 
3°. für positive Determinanten den Bedingungen genügen: 


y—Z0, z>yy, 
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wo y= nn ‚ wenn mit T, U die kleinste positive Lösung der Gleichung 
T’—DU’=1 bezeichnet wird. 

So lange s>]1 ist, hat die Summe Z’ einen endlichen, von der An- 
ordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth. 

Die Reihe ZL’ ist zunächst in ein Produet umzuformen. Es sei f 
eine nieht in M aufgehende, durch die Klasse @*' darstellbare Primzahl. 
Dann gilt für s>1 die Gleichung: 

Ist” 
1-—2(NENFIA-KIrNf 
= 1, KHK) HLN LIT" + 
Lässt man f alle in M nicht aufgehenden Primzahlen durchlaufen, von 
welchen D quadratischer Rest ist (welche also durch Formen der Deter- 
minante D dargestellt werden können), und bildet das Produet dieser 
(sleichungen, so kommt 
ER hd‘ AR) Fam 
1-2 HITHFIA-KIM)ENF) 


wo das erste I rechts sich auf alle positiven ganzen Zahlen m erstreckt, 


= Z(t(m)m”’2y(0)), 


welche zu M prim sind und von welehen D quadratischer Rest ist, das zweite 
> aber auf alle gleichen oder verschiedenen Klassen ©, denen eine Gruppe 
von eigentlichen Darstellungen der Zahl m entspricht (W.$2). Bezeichnet 
man mit < die Anzahl der Darstellungen einer Gruppe (=1, 2, 4, je 
nachdem D>1, <—1, =-1), so wird 

Pa; \n-s S,/M\ Ta BP Bu 

L = Ze (mw’24(0)) = 2 AO 

Durchläuft g alle Primzahlen, welche in M nicht aufgehen und von 

welchen D quadratischer Nichtrest ist, » alle relativen Primzahlen zu M, 
so ist 


„tn? 1 1 
> e —. II Zu —<E : 3 "ge 
n" ons ie 4 are 1—1(g’)g=* 
Diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt giebt, wenn der Kürze wegen 
r l 
G = zlII 


1—T(g’)g* 
gesetzt wird: 


L= 20) 2) 4.402 


ii, u £, 
- 6M 


1 
A-KNANF)A-2lO)efJf) 
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wo die & sich auf alle x, y erstrecken, welche den Bedingungen 2", 3° 
genügen. 
Durch Logarithmirung und Entwickelung folgt 





A) gg = IE EEE ar. 


L und @ sind im Allgemeinen imaginär: der imaginäre Bestandtheil von 
L . \ 

log; = logL—log@ ist zwischen —ni und +nri zu nehmen. Da es h 
a 


Charaktere y, p(M) Charaktere 7 giebt, so repräsentirt jede der Gleichungen 
(I) und (IL) A.g(M) Gleichungen. die indessen nicht sämmtlich ver- 
schieden sind. 

3. Zwei Reihen Z mögen identisch heissen, wenn jedem Nenner y, 
in beiden derseibe Zähler x(O,)r(w,) entspricht, wobei entgegengesetzten 
Klassen 9, und 07' entsprechende Glieder zu unterscheiden sind. Sind 
also zwei Reihen Z’ und ZL”, die bezw. den Charakteren %', T und x’, T" 
entsprechen, identisch, so muss für jede durch Formen einer beliebigen 
Klasse © eigentlich darstellbare zu M theilerfremde Zahl m sein 


x (O)T (m) = x (Mr (m) 
oder, wenn %, 7 diejenigen (einzigen) Charaktere bezeichnen, für welche 
y' zul X'x, T Pr tt: 
1.) x(O)rm) = 1; 


also, wenn 0 = 9% 9%...0% ist und e, P, Yı, Ya, -.. die Indices von m sind: 
1 W.. .w," - nm’ 8... — |]. 
Ist © die Hauptklasse, so ist , = 9 = '"=s,=0 und m lässt sich so 


wählen, dass seine Indices alle bis auf einen gleich O0 sind, der ausge- 
nommene gleich 2. Hieraus folgt, dass 
= +l, n=tl, o,=+l, @,=+l, 


d.h. 7 ambig sein muss. Dasselbe gilt auch von %; denn ist O0 = 0,, so 
können die Indices von m sämmtlich gerade gemacht werden, wodurch sich 
obige Gleichung auf ®, = 1 redueirt. Also muss sein 


o.„= #1 PPOPRE VOL 70: WERE) V 


Nun kann (W. $ 2) jeder ambige Charakter x%(9) in die Form gebracht 
werden 
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m—1 n’— 


ze) = 0° 2° (®), 


wo d=+#l, e= +1 ist, Q ein positiver ungerader Theiler von D(inel. 1). 
d kann nicht negativ sein, wenn D = 1 (mod. 4) oder = 2 (mod. 8); e kann 
nicht negativ sein, wenn D == 1 (mod. 2) oder == 4 (mod. 8), und für D = 6 
(mod. 8) muss d = sein. 

Bezeichnet man mit S’ das grösste in D= D'S’ aufgehende Quadrat, 
mit P’ das (positive) Produet aller in D’ aufgehenden ungeraden Primzahlen 
und setzt (D. S 52): 


“=+1, ®=+l1, wenn D=]1 (mod. 4): 


\ 
“=-l, ®=+l, wenn D=3 (mod. 4); 
“=+1, ®=-—l, wenn D’=2 (mod.B8); 
“=-l, =-J1l, wenn D’=6 (mod.8); 


so findet für jede (durch Formen der Determinante D darstellbare, zu M 
theilerfremde) Zahl m die Bedingung statt 
m—1 m?’ —1 
{3 ak Zu Ze 5) = 1, 
Ferner lässt sich jedes ambige 7 in der Form schreiben (D. $ 135): 
‚m 


1 m-—]1) 1 m?—1) 
ı(m) — 6° n®' ( )h 


wo P das Produet derjenigen ungeraden Primfactoren von M bedeutet, denen 
eine negative Wurzel ® entspricht. Für jedes m muss also 

1 m’—1 

(en) (Fr) = 1 

sein, was mit Rücksicht auf die Bedingung («.), der die Zahlen m unter- 
worfen sind, nur möglich ist, wenn 


be 


(96) ° 


entweder 9=0d, n=&, P=Q oder d=dd, n=eE, P=QP', 


wo 0, OP aus 0, OP’ entstehen, wenn man daraus sämmtliche quadratische 
Factoren weglässt. x ist ein beliebiger der 2°” ambigen Charaktere; jedem 
x entsprechen zwei r. Die Gleichung (1.) hat also im Ganzen 2° Lösun- 
sen; d.h. von den h.p(M) Reihen L sind je 2’ unter einander identisch. 

Auch nicht identische Reihen Z können gleiche Werthe haben; doch 
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können nicht mehr als 2° Reihen gleichen Werth haben mit der Reihe 
ng: RE 3 Bere ©. 
vi ; | 
welche den Haupteharakteren 2 und 7 entspricht. 
4. Es ist jetzt zunächst zu untersuchen, ob identische Z demselben 
Charakter %, aber conjugirten imaginären Charakteren 7 entsprechen können. 
Sind von den ungeraden Primfaetoren von M pı, Pa, --» P„ diejeni- 
gen, welche auch in P’ aufgehen, p,41. Pu+2, »-. die übrigen, so müssen 
alsdann die dem Charakter 7 entsprechenden Wurzeln den Relationen ge- 
nügen: 


67 1 a ee ei Zn mi _ m 
"=00, 7 =, = —D,. = —-G,, 8 Bi el, 
oder 
 — 2 FRE: SB" "t. Eon u = > >= Ro 
=), "ee, == - = - —, Sue =--l, 


woraus 


= ti, = +ti, ar, Ze = ti, .., =#1, ö,.=+l, 
ö' muss gleich 1 sein, also D’= 1 (mod. 4) oder =2 (mod. 8). 7 muss 
gleich +1 sein (und «>> 0, da sonst 7 reell), wenn © = +J1, dagegen 7 = ti, 
wenn € = —1; beides lässt sich in der Gleichung 7 = +i””' zusammen- 


fassen. Die Primzahlen p,, ... p. müssen also sämmtlich von der Form 
4»-+1 sein, also auch P’, daher D positiv. 
Somit nimmt z(m) die Form an 


t(m) Ben (HC... CH) (+1) (+1)7#t2,,,, 
wobei (wegen 3. («.)) die Bedingung gilt: 
(D-YP-+y+ypt+t+Yy.=0 (mod. 2). 


Zweitens ist noch der Fall zu untersuchen, dass der Charakter y 
imaginär und sein Complex sich selbst conjugirt ist, also y„=1 (Art. 2). 
Dann muss wenigstens eine der Wurzeln w,, ®,, ... @;_, imaginär (= +Ü) 
sein, es seien die Wurzeln ®, ®, ... o,; daher 2, %, ... 2, durch 4 
theilbar. In der Reihe Z hat dann die Summe der Glieder, für welche 
x(9,) = +i ist, den Werth 0, da in derselben paarweise entgegengesetzte 
Klassen vorkommen, denen entgegengesetzte Glieder entsprechen, und für 
ambiges ©, 2(9,) = +1 ist. Ist aber 


0 = 99...0, und (9) = (LÜNEN... ad" = tl, 
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so muss 
st8s+-+s,=0 (mod. 2) 
sein. Ist also 


1 Due 1 m?— m \ 
g'3t Ders ii p' 


derjenige ambige Charakter, welcher der Annahme 


0, wWw=.. =W-= —1, VW, = =08 = +1 


[3 


entspricht, so findet für alle Klassen ©, für welche (0) = +1 ist, die Glei- 
chung statt 


Ai Zei | - ) — 1. 


wo weder d’=1, e® =1, P"=1, noch d" =, €" =, P" = P' sein kann. 

Hieraus folgt, dass mit der Reihe Z, welche den Charakteren z und r 
entspricht, noch drei andere, demselben y entsprechende gleichen Werth 
haben, nämlich ausser der damit identischen noch die beiden Reihen, welche 
demjenigen Charakter rr” entsprechen, für welchen 

7"), oder = (YET). 
Dem Complex eines solchen Charakters y entsprechen demnach 2°",4 = 2’ 
gleiche Summen Z. Ob noch andere Z diesen gleich werden, kann hier 
unerörtert bleiben. 

5. Die Reihen Z sind nun in drei Arten zu unterscheiden: 

Die den Hauptcharakteren entsprechende Reihe Z, und die mit ihr 
identischen sollen erster, die den übrigen ambigen Charakteren (y und r) 
entsprechenden zweiter, alle übrigen dritter Art heissen. (Sind x" und =” 
ambig, 2 und 7 nicht beide ambig, so können die entsprechenden Z nicht 
identisch sein; denn ist wieder y =x"x,r =r’r, so würde die Identität er- 
fordern, dass x und 7 ambig wären, also auch x und 7, 
setzung.) 





gegen die Voraus- 
Es muss nun das Verhalten dieser Reihen untersucht werden, wenn 
s=1-+0o abnehmend gegen 1, also go gegen 0 convergirt. 
Von der Reihe Z, steht fest (D. $$ 95, 98), dass sich das Produet 
oL, einem positiven endlichen Grenzwerthe gA nähert, wenn o 


gh 


gegen 0 


eonvergirt; daher wird Z, unendlich wie 
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Die Reihen zweiter Art sind von der Form (Art. 3): 


L, = 3 >> ya-l, TI). 92% —1) asien € Wr )yr 


ki 8% 


_ — 2.22" (00)? »(en) kun ( m n 


wo m die sämmtlichen positiven zu M theilerfremden Zahlen durchläuft, 
von welchen D quadratischer Rest ist, « die Anzahl der verschiedenen Prim- 


factoren von m bedeutet und wo die Combinationen 6=d, n=e&, P=0Q und 
#=0d0,n=ee, P=QP’ ausgeschlossen sind. 

Ist P, das Produet aller verschiedenen Primzahlen, welche in PO 
in ungerader Potenz aufgehen, S, das Product aller derjenigen verschiedenen 
Primfactoren von M, welche in 2P, nicht aufgehen, so setze man (D. $ 135) 

D,=+ PS’=1 (mod.4), wenn d$=+1, =-+1, 
D,=+ PS=3 (mod.4), wenn d9=-1l, &=+H1, 
D,=+2P,S’=2 (mod.8), wenn d$=+1, en=-—l, 
D,=+2P,S? =6 (mod.8), wenn d$=-—1l, n=-—1. 


ı 


Dann ist 2D, durch D’ theilbar; es sei 4D,=D'D", wenn D, ungerade, 
D' gerade ist, in den übrigen Fällen D,=D'D". Die vorige Gleichung 
lässt sich jetzt schreiben 


L, = x 22 BE) j' 


wo m wie früher alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, welche zu 2D’D" 
(d.h. zu M) relativ prim sind und von welchen D’ quadratischer Rest ist. 
Also ist, wenn f dasselbe bedeutet wie in Art. 2 


L=xH + ma = a 
4) G (er y- (@ RR D"\,- 


he: Pa ”. (Fe) 
u wer 2 
wo r alle Primzahlen durchläuft, welche in 2D’D" nicht aufgehen; oder 


endlich 
a &( . )n- 
L = — 
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wo die Summationen sich auf alle positiven ganzen zu 2D’D” theilerfremden 
Zahlen erstrecken. Diese Summen haben aber für s= 1 endliche, von Null 
verschiedene Grenzwerthe (W. $4), also auch L.. 

6. Um dasselbe auch für die Reihen Z/, darzuthun, setze man in 
Gleichung (11.) Art.2 für = successive alle Charaktere ein und addire die 
so erhaltenen y(M) Gleichungen, so erhält man (1). $ 136): 

a) ganz 4 DEKOD L = zioge 
Die erste Summe links erstreckt sich auf alle Primzahlen f, welche = 1(mod. M) 
sind, die zweite auf alle diejenigen (von den in Art.2 definirten) Primzahlen f, 
für welche f == 1 (mod. M) ist, u. s. w. 

Was @ anbetrifft, findet man leicht, dass es für alle s> } einen 
endlichen von Null verschiedenen Werth hat, der sich mit s stetig ändert. 
Ist 7 ambig, so ist @ reell und positiv; ist 7 imaginär, so kann auch @ 
l 


imaginär sein; für conjugirtes 7’ entspricht dem @ ein conjugirtes @ und 


(wie aus (I.) erhellt) dem Z ein conjugirtes L’, weswegen auf der rechten 


Seite der Gleichung (III.) die imaginären Quotienten Z immer paarweise 
conjugirt auftreten und die entsprechende Summe log z -log z —= log = 
reell ist (ihr imaginärer Bestandtheil muss zwischen —2ni und +2ni liegen). 

Ist x ambig, so ist in Gleichung (III) (0) =xy(9")=1, da jede 


Klasse ©, welche eine Primzahl f darstellt, die = 1 (mod. M) ist, ins Haupt- 
geschlecht gehört; daher geht in diesem Fall die Gleiehung über in 


EEE EEE 
2(M) DB e 12 at = &log E 


Da es für jedes y zwei Charaktere 7 giebt, für welche zwei Reihen 
L identisch werden, und speciell für jedes ambige zwei r, für welche 
L=L, wird, so kommen auf der rechten Seite von (III.) je zwei identische 
L vor und in der vorigen Gleichung zwei ZL, die den Werth Z, haben. 
Behält man von je zwei identischen Z nur eins bei, so geht die vorige 
Gleichung über in: 


U) gam|z ; we 


f 

Es soll nun später (Art. 8-10) bewiesen werden, dass die Reihen 
L(e) zweiter und dritter Art für e— 0 endliche und stetige Functionen von 
14* 


N = = = log 2 
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o sind mit ebensolchen Differentialquotienten, sodass, wenn 


Lie) = fo)+if(e) 


gesetzt wird, eine Gleichung der Form stattfindet 
(BP) Lo) = LN+olf(Io+tif Ho)) 0P<I<1,0<Am<n, 


wo die Ableitungen f’(o) und fi(e) von f(e) und fi(o) stetige (also endliche) 
Functionen von o sind, so lange e 0. 

Mit Hülfe der Gleichungen (I11.), (III), (?.) lässt sich nun dar- 
thun, dass auch Z,(0) von Null verschieden sein muss. Wäre nämlich 
L,(0)=0, so würde aus (P.) folgen, L,(o) = ot, wo t endlich bleibt, und 
das conjugirte L,(e) = of, also L,(e)L;(e) = e’t!, wo tf endlich und 
positiv ist, jedoch mit oe zugleich gegen Null eonvergiren kann. 


Würde nun erstens für ein ambiges x L,(0)= 0, so würde auf der 
rechten Seite der Gleichung (III) ein entsprechendes Glied log(ef) auf- 
treten. Gesetzt es kämen daselbst m Paare von nieht identischen conjugirten 
L, vor, für welehe Z,(0) =, und ausserdem » mit oe verschwindende Z;,, 
die mit ihren eonjugirten identisch sind (Art. 4), so nähme jene Seite die 
Form an 


(2m+n—NV)loge-+logT', 


wo /' endlich bleibt. So lange aber 2m +n—1- 0 ist, bleibt dieser Aus- 
druck endlich oder wird negativ unendlich, wenn o gegen O0 convergirt, 
während die linke Seite von (III“) positiv unendlich wird wie —logo *); 
daher mus m=n=( sein; w. z. b. w. 

Ist zweitens y imaginär, so summire man die Gleichungen, die man 
aus (111.) erhält, wenn man % alle Charaktere durchlaufen lässt. Man be- 
kommt: 


.. L 
AV) pm iz. 4424} = ZElegZ, 
/ ve 0° 


wo links das erste I’ sich über alle Primzahlen f erstreckt, die = 1 (mod. M) 
sind und sich durch die Hauptklasse darstellen lassen. Auf der rechten 
Seite kommt das Glied logL, genau 2*-mal vor. Ausser diesen Gliedern 
könnten nach dem Vorhergehenden nur noch solche Glieder unendlich 
werden, welche von der Form logZ, sind und imaginären % entsprechen. 


*) D.$ 137. Dasselbe ergäbe sich übrigens auch aus den obigen Gleichungen mittelst 
der Annahme D= —1. 
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Diese x würden dann in eine Anzahl von Complexen aus 2°”' Cha- 
rakteren zerfallen. Wären unter diesen Complexen m Paare von conjugir- 
ten, ausserdem » sich selbst conjugirte, so erhielte man auf der rechten 
Seite von (IV.) einen Ausdruck von der Form (Art. 4): 

2’(2m+2n—1)loge+log?', 


wo I' endlich bleibt. Sind m und » nicht beide Null, so würde demnach 
für o= 0 die rechte Seite negativ unendlich, während die linke nicht negativ 
sein kann. Daher mus m=n»=( sein: w. z. b. w. 

7. Nachdem bewiesen, dass L,(0) und Z,(0) nicht verschwinden, 
ergiebt sich der anfangs aufgestellte Satz wie folgt: 

Nach der Voraussetzung ist N prim zu M. Man multiplieire die 
Gleichung (II.) mit 7” (N) und summire dann zunächst über alle p(M) 
Charaktere r, so kommt (D. $ 137): 


)+2(9 ’ I- WER L 
mi rDrrIT) | 1 FAND + a TER AR 
y(M) | Z fi r4=& z = 2 ı (N)log G 
Das erste =& links erstreckt sich auf alle Primzahlen f, von welchen D 
quadratischer Rest ist und welche = N (mod. M) sind, das zweite I auf 


alle Primzahlen f, von welchen D quadratischer Rest ist und für welche 
f'=N (mod. M) ist, u. s. w. 
Diese Gleichung multiplieire man ferner mit z (9, Eat summire dann 


%, ) 


über alle A Charaktere z, so wird man erhalten (W. $ 


ii 12 = x \r-I/N\] L 
(V.) ehyp(M))Z fi +42 FR | et == 227,01 (N ‚100 G' 


wo e=2 oder 1 ist, je nachdem ©, ambig ist oder nicht, und wo sich das 
erste Z links auf alle diejenigen Primzahlen f erstreckt, welche = N (mod. M 
sind und sich durch die Klasse ©, darstellen lassen, das zweite IF aut alle 
diejenigen Primzahlen f, für welche f = N (mod. M) ist und sich durch 
9, darstellen lässt, u. s. w. Auf der rechten Seite tritt nach Früherem die 
Reihe Z, genau 2’-mal auf, nämlich zweimal für jedes ambige 


(9) = m —1) Hmz— ge ) 


bezeichnet eine durch ©, darstellbare zu 2D theilerfremde Zahl) in Ver- 
bindung mit den Charakteren 


\ 


U m— (m? m N \ \ or lem / tim? -1 m 
(m) = IH e* ge und z(m) = (II (ee) )' 
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Der Coeffiecient von logZL, auf der rechten Seite von (V.) lautet demnach, 
da = (N)=t(N) ist: 

=,(9,)1(N) 
gm —1) Ilmz—1)/ me \ 3CN—1) KN’—1)/ N YN—1) ,KN’—1)/ N 
nB. e‘ (7) & (rd i Bi 


hs N-D AND) /N N) <adlm. N—1) KmiN’—1)/ m,N 
- ‚1 ) € (Fr) Pı) € aan) 

wo die Summation rechts sich über alle 2°” zulässigen Werthecombinationen 
(W. $ 2) erstreckt. Diese Summe verschwindet aber nur dann nicht, wenn 


=) 
q q 
für jede in D aufgehende ungerade Primzahl g, und wenn ausserdem 


N=m, (mod.4), wenn D=3 (mod.4) oder =4 (mod. 8), 
N=m, (mod.8), wenn D=0 (mod. 8), 


ı 


+2 +9 
( =) = ), je nachdem = +2 (mod. 8); 


m, - 


d.h. wenn N mit dem quadratischen Charakter der Klasse ©, verträglich ist. 

Der erste Factor auf der rechten Seite ist unter diesen Bedingungen 
gleich 2, sodass der Coeffieient von logZ, gleich 2° wird. Wenn @ gegen 
0 convergirt, wächst daher die rechte Seite der Gleichung (V.) ins positiv 
Unendliche wie —2’loge. Da nun die Summe aller Glieder, welche in der 


” [3 u r * 1 » . [ ” 
Klammer links auf das erste Glied &—;. folgen, endlich ist, so muss dieses 


f‘ 


” * * L 
erste Glied ebenfalls ins Unendliche wachsen und zwar wie — 


ehg(M) loge. 
Die Anzahl derjenigen Primzahlen f, welche = N (mod. M) sind und sich 
dureh eine Form der Klasse ©, darstellen lassen, ist daher unendlich, wenn 
N im quadratischen Charakter mit ©, stimmt. 

8. Es bleibt jetzt noch die Richtigkeit der in Art. 6 vorausgesetzten 
Eigenschaft der Function L(e) für jede Reihe zweiter und dritter Ärt nach- 
zuweisen. 

Der Beweis stützt sich auf die Untersuchung der Reihen 

= (ve, y)) 


_ und 2 (vl, y))logyle, y) 
w(z, y)'te 


wer, y)'re 
für den Fall, dass oe gegen 0 convergirtt. Die Summen erstrecken sich 
über alle ganzen Zahlen x, y, welche die Form w(z, y) = ax’+2bry+cy’ 
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prim zu M machen und für positive Determinanten ausserdem den Bedin- 
gungen genügen 


7 


y_Z0—0, z>pyy, (7 = a nach Art. 2). 


Die Coefficienten a, b, ce sind nach Voraussetzung positiv. 
Die Zahlen x, y, welche der Form w einen zu M theilerfremden 
Werth ertheilen, sind in einer endlichen Anzahl von Linearformen enthalten 


z=Mz,+5, y=My,+v, 


wo &, v kleiner als M und nicht negativ vorausgesetzt werden können 
und sollen. 
Dann ist 


| 


(yee,Yy)) _ EN 
= >= Zılw(s, v))Z w(Mx,+&, My, tv)! vw . 


va, y)'*? 
Das erste 5 rechts bezieht sich auf alle Werthsysteme £&, v, das zweite I 
auf alle positiven und negativen ganzen Zahlen &,, y,. welche indess für 
positives D noch den Bedingungen genügen missen 


My+e=0, Mau+5>y(My+e), 


von denen die erste sich übrigens auf y, — 0 redueirt. 
Es soll nun gezeigt werden, dass es eine endliche Zahl g, giebt, so 
dass die Ausdrücke 


Zr .n Pe Bu; au 2; 9, Bi; logw(Mx, +8, My,+ ©) zz gG, 
vMa,+&My+o)'t o' v(M2,+& My +to)'tr 
für e = 0 endliche Grenzwerthe besitzen. Setzt man zur Abkürzung 7 =0, 
m = /, so lassen sich diese Ausdrücke in die Form bringen 
pe Ei ) Mg, ‚M*-1 \ 
NT at N 
und 
2logM |. 1  _ Mg), _ 1 jylevateytß) _ M’g, \ 
mar) IT ya ta, y,+Ä)'te 4 mut \ w(z,+0,y,+ß)'t8 0? ) 
9, M—1-2glogM 
M®e o’ 
Da 
._ M®—1 . M®—1-—2ologM 
im —— —=2logM, lim ———- ZT — 2(log M)’, 


e=V 0 y=U) 
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so bleibt bloss zu zeigen, dass die Ausdrücke (g= M’g, gesetzt) 
ER 9 „logwn, te, y+ß) _ 9 





—_— —— — 


Ze | 
Data, HA Tg! "ware, vr 

für e=0 und ein gewisses endliches g endliche Grenzwerthe haben. 
Nun ist (W. $5) bereits bewiesen, dass die Ausdrücke 


1 I „leveay) _49 


vu) oo! Tut 

diese Bedingung erfüllen; g ist endlich und dasselbe für alle eigentlich 
primitiven Formen y der Determinante D; die Summation erstreckt sich 
für negative Determinanten auf alle ganzen Zahlen x, y, ausgenommen die 
Combination 2=0, y=0; für positive Determinanten auf alle ganzzahligen 
Werthe von x, y, welche den Bedingungen genügen y—0, e>yy. Also 
wird sie auch für die vorigen beiden Ausdrücke bewiesen sein, wenn gezeigt 
wird, dass die Summen 


2 Ari I} zilauem _ logwletey+B) 


ya y)te  wearta,y+ Byte)? v(z,y)te  w(eta,y+B)te 


sich endlichen Grenzwerthen nähern, wenn og gegen O0 convergirt. 
Zu diesem Zwecke unterwerfe man die Form w vorerst einer Trans- 
formation. Ist { der grösste gemeinschaftliche Theiler von £ und e, <={F 


>>.» 








Bes a Per en bi 
e=cCo, yet Sig Die Zahlen &, ©’ sind nicht 


negativ und relativ prim. Man wähle zwei nicht negative Zahlen A, u so, 
dass Su—vA—=1 ist, und transformire die Form w durch die Substitution 
r=datıy, yavactuy, 
woraus 
zt+ae= (a HNtHhy, y+P=v(e+M)+tuy. 

Geht w hierbei über in az’ +2be’y-+cy”, so geht also w(c-+e, y+P) 
über in d(@ +N’+2b (a +Hy'+cy”. 

Lässt man zur Vereinfachung die Accente wieder weg, so nehmen 
nunmehr obige Summen die Form an: 


S = Fl(ar’-+2bzy+ ey’) —"—(a(c+N’+2b(a+My+ey’) |, 
„‚loglar’+2bzy+ey’) __ loglalz+N’+2b(z+!)y+cy?) E- 


= az’ + 2baytay')iie (ala ++ la+Ny+eydite 


(9 


Für negative Determinanten durchlaufen hier z&, y alle ganzen Zahlen 
(in den Minuenden die Werthecombination == 0, y=(0 ausgenommen), für 
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positive Determinanten nur diejenigen ganzzahligen Werthe, welche den 
Bedingungen genügen: 

für die Minuenden: y_0— z>yy 

für die Subtrahenden: y = 0, z+t>yy, 


T—bU \ 
(„= Bir EEE EIER F< 1). 


\4 al 

9. Von hier ab ist es nothwendig, positive und negative Deter- 
minanten gesondert zu behandeln. 

1. Negative Determinanten: D= — 4. 

X, Y seien positive ganze Zahlen, welehe der Bedingung genügen 

dA. 6, 

Ich zerlege die Summe $S in zwei Theile: in den ersten S, nehme 
ich alle Glieder auf. für welche (unter |r| den absoluten Werth von x 
verstanden) 

Be IT, 
in den zweiten S, alle übrigen Glieder. Dann besteht S, aus einer end- 
lichen Anzahl endlicher Summanden und ist eine stetige Function von @. 
Den zweiten Theil S, zerlege ich wieder in zwei Theile S; und $S,, indem 
ich die Glieder von S, in S; oder in S,; aufnehme, je nachdem sie positiv 
oder negativ sind, d.h. je nachdem 
acx+by+Jat>0 oder <O. 
S; ist positiv und kleiner als 
E \(ar’+2bzy+cy’)"—(a(2-+1)’+2b(z-+1)y+cy’) 


—= I(ar+2bry+cy')" 


(welche Gleichung gilt für og > —}) die Summe rechts erstreckt über alle 


sanzzahligen Werthe von x, y, für welche entweder 


a ee A cl 
oder 
2) vyI]> Y, 09 <ar+by+Hat<a 
oder 
N 
3) 2 = -X, Y-<y< 
3, 5 <y<H 
Die Summe der Glieder, welche der Bedingung 1) genügen, ist 
e!te rei) . Zu /c \tHtHR —_.. 
ER FEFa < ae <H zZ) 
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4 I. % . . g Ay’ ' " 
Da ax +2bay-+cy' bei constantem y ein Minimum (= %) wird für 


axz-by =, so ist die Summe derjenigen Glieder, welche der Bedingung 2) 
entsprechen, Kleiner als 


A \1rg ö I+o 
2) =-HZ) no 


Wo 
(Y,o) = "UP +L[Y+- DUO HlY +2) OO +. in inf. 
für e > — 4 mit unendlich wachsendem Y gegen 0 convergirt. 


In der dritten Summe kann y nur die Werthe annehmen Y-1, 


' s R. AR F j at ji 
Y—2,... Y—E, wenn E die grösste in 5, enthaltene ganze Zahl bedeutet; 


ıaher ist diese Summe 
1+o 
>, nn 


at e \tte 
Be | -2(1+9) 
on (AX’+ (bX— cy)’)'® se 2b (5 ) A ; 


So lange e > — 4 ist, convergiren alle drei Summen mit unendlich wachsendem 
X gegen 0, also auch $,. Dasselbe liesse sich ebenso für S, zeigen, gilt 
daher aueh für S,.. Die Summe S = S,+S, erscheint sonach in zwei Theile 
zerlegt, von denen der erste eine stetige Funetion von o ist, der zweite 
beliebig klein wird mit wachsendem X. Daraus folgt, dass für e > —1 
auch S eine stetige Funetion von go sein muss. — In analoger Weise liesse 
sich dies für © nachweisen. 

2". Positive Determinanten. 

Zur Vereinfachung kann und soll immer ac >]1, also „<Z0 voraus- 
vesetzt werden. Immerhin ist dann ay+b = >0. Für y>0, z>yy 
ist daher ax-+by > (ay+b)y — 0; d.h. bei eonstantem y wächst 

ax +2bxy+ey 
mit x. Die Glieder der Keihe S sind daher sämmtlich kleiner als die ent- 
sprechenden Glieder der Reihe 
(ax +2bxry+cy)*—(alc+1)+2b(2+1)y+ey’) el, 
VE 2>yN. 

Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass diejenigen Glieder von S, für 
welche 4 = 0, yy—t< x yy, negativ sind, weil in denselben der Minuend 
weefällt und nur der Subtrahend bleibt, während in letzterer Reihe sämmt- 
liche Glieder positiv sind. 
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Ich zerlege nun S wieder in zwei Theile. Der erste S, enthalte 
diejenige endliche Anzahl von Gliedern, für welche e<X, y<X, wo X 
eine positive ganze Zahl bedeutet. Der zweite $, enthält die übrigen 
Glieder und zerfällt in drei Theile: 

Der erste S, enthält die negativen Glieder, für welche 

yzZA, yy-I<emyy, 
der zweite S, diejenigen Glieder, für welche y—=X, 2 >yy, 

der dritte S," diejenigen Glieder, für welehe y<X, 2 — X, 

Nun ist 

! i 2 . | n 2\—1—o .— u) 1 %S5 N M) —2(1-+Do) 
8 = Zla(a ++ 2b(a+ Dy+ey)t < Llay+2by+ 0) 0y" 
— (aU’)'+(X, o), 
5, <Z/lar+2bry+cey’)*—(a(c+1)’+2b(2+l)y+ey’) | 


= Z(ax+2bzy+cy’)'* <(aU”)'te(X, o), 


ZA, yy<emyy+l) 
5," < Z)(ar+2bry+cy’)"*— (ala +1)’ +2b(2-+1)y+ey’) | 
= Z(aX’+2bXy+cey)"*<amtexX me, 
Vy<Ä) 


So lange ge > —1}, convergiren daher $,, 8), 8S,”, somit auch S, mit 
wachsendem X gegen 0 und ist daher S=S,+4S, eine stetige Function 
von og. Dasselbe gilt für ©. 
10. Aus dem Bisherigen ergiebt sich, dass 
'y l gg 
7 WM, +8 My+o)'te  M’o) 
f v 0 < Y, c 


Zı(w(s,v)) 
für E60 eine stetige Function ?D(e) von E ist, mit einem ebenfalls steti- 


N 
sen Differentialquotienten Po), und 


t(w) g N De Zr a 
Fu Te WIEFTR. 


Es handelt sich jetzt noch um Ermittelung der Summe F7(w($, v)). 
Sind «, P, Yı, Ya, -.. die Indices von w($, v), so ist 


/ 


St(w($, v)) = 20’ = E01’. 30.3... 


wo 6, 7, ©, ®,, ... einer bestimmten Wahl des Charakters 7 entsprechen. 
Man findet nun ohne Schwierigkeit, dass 6°” nur dann von Null 


m—1 m’—] 
verschieden ist und zwar gleich # ° n * „2°, wenn gesetzt wird: 


15* 
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für 
D==]1 (mod.4), D=3 (mod. 4) jap = 4 (mod. 8), 
D == (0 (mod. 8), —=2 (mod. 8), =6 (mod. 8) 
bezw. 
d=-n=1; = +L,3=4; 


B= sl, matl; dPar+L no #1: db=n=Htl, 


welche Bestimmungen dieselben sind wie diejenigen für d, e in Art. 3. 
m bedeutet eine durch die Form w darstellbare zu 2D theilerfremde Zahl. 

Ist D dureh die ungerade Primzahl p, theilbar, so findet man, dass 
>@,* immer den Werth O0 hat, ausgenommen, wenn @©,= +1, und zwar 


ist dann 


+ # 2n.— \ FRA 2r,—1 
0" =p," (p-1) oder =9,9." (p,—l), 
w | ' 
je nachdem * \. +1 oder = —1 ist, 


Ist D nieht durch p, theilbar, so wird diese Summe nur dann nicht 0, 
wenn ®, =1 ist, und zwar wird 


20: he) 


Damit also Fr(w($£, e)) nicht verschwinde, ist u ee und hinreichend, 
dass (m) von der Form en) sei, wo #@, n die oben ange- 
ebenen Werthe haben und P ein Produet aus lauter verschiedenen unge- 
raden Primfaetoren von D ist (denjenigen nämlich, denen negative Wurzeln 
© entsprechen); d. h. 7 muss mit einem ambigen Charakter y übereinstimmen. 
Es sei r=y(0), wo © die Klasse bezeichnet, der die Form w angehört. 
Dann wird 


A ” DN\1 
zu 0) = KAM 1-( +), 


das Produet /7 erstreckt über alle Primfactoren p von M, welche in 2D 
nicht aufgehen. 
Unter dieser Bedingung wird demnach 


20 zn Snlı-l2)1)Heo, 


sonst einfach = 2(e), 


N yy[Q\5 Wr) _ Hg 4CM) ( D ) 
Le) = 2x0) er ee 1 kl I; +29, Po), 
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wo im ersten Falle H= 3,(0,)7 (9,), im zweiten 4=0. Nun ist aber 
x 
(W. $ 1) z,(0,)2(0)=h oder =0, je nachdem % mit % identisch ist 
oder nieht; d. h. je nachdem ZL(e) erster Art ist oder nicht. Für eine Reihe 
zweiter oder dritter Art ist daher 
Le) = 2492.) 
woraus die zu beweisende Eigenschaft folgt. — 
11. Ist (W. $6) für die Form 
v = ar +bry+cy, 
in welcher a, b, e keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, b’—4ac = d 
ein Quadrat, so findet man leicht, dass durch dieselbe nur solehe Primzahlen 
dargestellt werden können, welche einander congruent oder receiprok (socü 
nach Euler) (mod. d) sind, die daher in einer oder zwei arithmetischen Pro- 
sressionen der Form dz-+e enthalten sind, und dass jede Primzahl von dieser 
Form durch w dargestellt werden kann. Hieraus ergiebt sich sofort, welcher 
Modification der Satz für diesen Fall bedarf. 


Zürich, September 1886. 














Ueber grösste Ganze. 
(Von Herrn E. Busche in Bergedorf bei Hamburg.) 


I. 


Di. Beziehung zwischen zwei Summen von grössten ganzen Zahlen. 
auf welche Gauss seinen dritten Beweis des Reeiprocitätsgesetzes für die 
quadratischen Reste gründet, lässt sich verallgemeinern. 

Es seien die reellen Functionen y = f,,(z) und deren inverse x = f,,(y) 
zwischen den Grenzen z=a und e=b endlich, stetig und eindeutig. Die 
letztere Eigenschaft erfordert, dass y kein Maximum oder Minimum besitze: 
es möge diese Funetion zwischen e=a und e=b>>a niemals abnehmen. 
Nach der Gaussschen Bezeichnung werde [a] definirt durch die Bedingungen 


a—1<l[a] a; 
durch einen an die Klammer gesetzten Accent möge angedeutet werden, dass 
a-1 [a] <a 


ist. Die Zahl a kann sowohl negativ als positiv sein. Bedeutet dann F 
eine beliebige Funetion, so ist *) 


{bl "=L fa) &,=[fıs(+1)) i i 
A.) * < Fire) = a &,—| 2.1 e) lat, =D), 


In der 'T'hat ist der kleinste Werth von x, für welchen 


fı(®)] u ;- 
also 
aa -D<y<fale) 


oder 


?-1<p.Q)=Ze 


*) Ueber den Gebrauch des Accents in der Gleichung (W.) gilt die allgemeine Regel, 
dass derselbe immer dann an die die inverse Function einschliessende Klammer zu setzen 
ist, wenn die ursprüngliche Function ihn nicht hat, und umgekehrt. 
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ist, der Werth 
z = [.(y)+1. 
und [f,(@)] bleibt constant gleich y bis zu dem Werthe == [f,,(y-+1 
Für einen Werth von y, den [f,,(=)] nieht annimmt, ist 


K+1>[lky+D], 
sodass dann die über &, zu erstreekende Theilsumme verschwindet. Aus 
diesem Grunde darf auch der kleinste Werth von y gleich [f,,(a)]|, der 
srösste gleich [f,(b)] gesetzt werden. Der kleinste Werth &’ von allen $ 
ist [a] +1, der grösste S*=[b], da bei der Bestimmung dieser extremen 
Werthe f,,(a) statt y=[fı,(a)] und f,,(b) statt y+1=[f,(b)|+1 zu setzen 


ist. Statt der Summenzeichen kann man in (W.) auch Produetzeichen setzen. 


Ist nun zuerst F unabhängig von dem zweiten Argument *), so kann 


(A.) so geschrieben werden: 
ar di > N n(b) I, “a; \7r ERAT, 
< „Kir@)l)) A < | F’y)(Yy+D)-Iey)): 
r—|a u -1 A 
oder, wenn man bedenkt, dass statt y=[f,,(a)] der Werth f,,(a) und f,,(b 
statt [f,(d)]+1 in der Klammer des zweiten Gliedes zu setzen ist: 


Ss F({f: (©) |) 


(") 


‚ F(f.(@)]).[a]- F([f.(b)])-[6] 7 ‚e@)l-F y)-F(y—1 } 





Als specielle Fälle dieser Gleichung werden sich elegante und nützliche 
Formeln offenbar besonders dann ergeben, wenn F(y)-F(y—1) sieh in 
einen einzigen einfachen Ausdruck zusammenziehen lässt. Setzt man z. B.. 
um nur einen der allereinfachsten Fälle anzuführen, f,(2)= x’ und Fa’) =", 
wo £ eine beliebige Grösse bezeichnet, so ist für a=0, b=n» gleich einer 
sanzen Zahl: 
Zr=-1 Ha.) zZ Wy').t 
x) 
Für Flf.(@)]) = [fa(@)] erhält man die aus der Eisensteinschen geome- 
trischen Interpretation bekannte Gleichung 
x-- [5 ' yv[/nlb 
e 2 (k@lh Be el = —[fa(a)|-la) +[fı(b)]-[b]. 


Ich mache auf die Analogie aufmerksam, welche nicht nur in der 


*) Vgl. die Abhandlung von Dirichlet: „Ueber ein die Division betreffendes Problem‘ 
dieses Journal Band 47, p. 151. 
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Form, sondern auch in der hier gegebenen Herleitung existirt zwischen | 
ud | 
dieser Gleichung und 


7 °/,,(b) nl’) 
\ N \ 
$ fa (z)da = / y.df.(y) = -f(a).a+f(b).b- / fı.(y).dy. 
a f} (e) Sala) 
N 
II. 
Die nächstliegende Anwendung der Gleichung (A.) ist die auf das | 


Neeiproeitätsgesetz für die quadratischen Reste. Um mit Hülfe dieser 
Gleichung in einfacher Weise zum Beweise dieses Satzes zu gelangen, 
scheint es zweckmässig, die folgende Bestimmung des quadratischen Rest- 
charakters zu Grunde zu legen. 

Die ungerade positive Primzahl p ist quadratischer Rest oder Nicht- 
rest der ungeraden positiven Primzahl q, je nachdem die Anzahl der Zahlen 


) ) g—1l p ' ) 
I 5: Tertr = < ‚ welche zwischen einem ungeraden und dem darauf 


1 
> 


folgenden geraden Vielfachen von gelegen sind, gerade oder ungerade ist. 


Diese Abänderung des Gaussschen Lemmas ergiebt sich unmittelbar 
aus demselben. Da nämlich 
g—(Zh+1) ne Je. Kae 
Eee er Er 


—_ 


wenn 


. | \ pP AR q ) ö “ q 
(2h+1)- 5 SOE+HR, Eu R 
ist. so können die in dem ursprünglichen Gaussschen Lemma auftretenden 
Vielfachen von p, welche grösser als Lpg sind, durch ungerade Vielfache 


) . . . 
von E ersetzt werden, die kleiner als +pg sind, wenn p—1—r = r (mod. 2), 


d.h. wenn p ungerade ist *). 
Da 
) ec 
2. = [! > FF Br 


2 q 32 p= 


SO 


*) Diese Bestimmung des quadratischen Restcharakters, in welcher 5- und 4 auch 


durch p und g ersetzt werden können, entspricht genau derjenigen Bestimmung des 
biquadratischen Restceharakters, welche Gauss in den Artt.7,8 von Nachlass III (Ba. II, 
p. 335) zuerst erwähnt. 
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ist, so ist also 
)=- nen 
7 
Setzt man in (a.) 
px 
Fifı(@))) = (- Dr = (— | ? j a=1 b=Z 


und multiplieirt, statt zu addiren, so kommt 


[2] 


2 er 
Su 2 Sie Tr Re N. 
r=1 v1 
. ( “1 . . ‚ . 
wo die Accente, da weder 4 noch g gleich einer ganzen Zahl sind, 
weggelassen werden dürfen. 
Es ist also 
p a a 
/ . 3 q 
(?) (—1) "\ ). 
1 p 


Hier möge erwähnt werden, dass aus dem modifieirten Gaussschen 
lemma sich das Reeiproeitätsgesetz ohne jede Benutzung von Formeln 
sanz direet erkennen lässt. 

Ist nämlich mindestens eine der Primzahlen, z.B. q. von der Form 
E . Gel ur. pP: gq—-1D i . 
4n-+1, so zerfallen die —,— Vielfachen von — in Paare von je zwei 
auf einander folgenden, deren erstes ungerade, deren zweites gerade ist. 
Von jedem Paare liegt dann jedesmal und nur dann ein einziges zwischen 
. > vr. » ( 
einem ungeraden und dem folgenden geraden Vielfachen von 7, wenn 


.) 


zwischen den Zahlen des Paares eine ungerade Anzahl von Vielfachen von 


( . . r+ » 
“ gelegen is. Da alle in Betracht kommenden Vielfachen von ° und 


2 2 
q pq 
2 4 


q | p 


> .) 


‚ und nur diese, zwischen 0 und liegen, und da etwa zwischen 


( ) . r. ( 4% 
und 4 £ liegende Vielfache von n zu der charakteristischen Anzahl von 


q in Bezug auf p nicht mehr beitragen, so sind also in diesem Falle die 
beiden charakteristischen Anzahlen zugleich gerade oder ungerade. 
Sind dagegen beide Primzahlen von der Form 4»-+3, und ist p die 


n qa—)» Po 
£ aus . Paaren, für welche 
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kleinere. so bestehen die Vielfachen von 
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dieselbe Ueberlegung gilt wie im vorigen Falle, und aus dem übrig bleibenden 


2 —1 | ' —] 
Vielfachen ° 5 . Das letztere liegt in dem Intervall von . > bis 
"4, liefert also, da #5 ungerade ist, den Beitrag 1 zu der charakte- 


2 


ristischen Anzahl von p in Bezug auf gq, während es die charakteristische 


’ > e ne ; ‘ —1 
Anzahl von q in Bezug auf p nicht affieirt, da zwischen I 5 und 25 
kein Vielfaches von 24 mehr liegt. In diesem Falle sind daher die beiden 


charakteristischen Anzahlen nach dem Modul 2 incongruent. 
Dieser Beweis lässt sich sehr gut dadurch veranschaulichen, dass 


E und : auf einer die Zahl <. = 


— — —_— 


man die Vielfachen von repräsentiren- 


den Linie markirt. 


II. 


Die Identität (U.) führt auch dann, wenn die Function F von dem 
zweiten Argument nicht unabhängig ist, zu interessanten Resultaten, von 
denen einige wenige, nicht so ganz naheliegende, hier noch angeführt 
werden mögen. 

Zuerst sei 


FiR@], «) = Aka. -D’; 


dann ist 


} Tl f 
=LJ: 


' i Y PB) Pad ; u, | TTRR 
3 [HaR--D'= "E yl-D porn) 


r=|laj'+ 


und. da 


> 


HOHEN. + Der = [HD]? (mod. 4), 
y’—-(y—-V’=—(—1)’ (mod. 4) 
ist, so folgt, indem man rechts wieder das erste und das letzte Glied ab- 


trennt und dabei die besonderen Werthe von y, resp. y+1 in dem ersten 
'f(y)| und dem letzten [f.(y-+1)] berücksichtigt, 


un.) ve] 
Ss (aa). -D’+ Ei. =. “ 


=-1Ja da 


RW) cV’ =la)"a@ [Ri] 


(mod. 4). 


x +1 
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So ist z.B. 


4-1 m p—1 
z [* l.-Y+ z [*]. (1 = (22) .( (25) (mod. 4). 


Die Herleitung dieser Gleichung scheint mir vorbildlich zu sein für 
einen Beweis des biquadratischen Reeiproeitätsgesetzes, welcher mit dem 
dritten Gaussschen Beweis des quadratischen Reeiproeitätsgesetzes Aehn- 
lichkeit besitzt; man kann nämlich den Deeidenten durch einen Ausdruck 
darstellen, in welchem derartige Summen vorkommen. 

Es seien ferner 

Y(8, Y; 2)=, pı(®, Y; 3) =) 
zwei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination 
N 
= f.(y)=f(@), 
y=fs@)=h 
AR RE Pi 
. a fs (&) = f.(Y) 
als zwischen den Grenzen 
= 6 zub>6 
endliche, stetige, eindeutige Funetionen ergeben. Offenbar ist 
fe(fa())=8, u.8%W, fualfs(z))=fı(2), U 8. W. 
Setzt man in (W.) 
Pr FN 
F([ fı@@)), &) = kl @)]. 


so ergiebt sich hiernach leicht 


z={b) [a0 ne 
2 (h@)l [(fı(z)] = = 7 = | U: Sy 
z=la)’+ yv=LJ/a\a s/w) 7 
gen & =[/alw+1) 


N 


- BY W+lR@+Dlfe@+D]- . <= fs(&,)]% 


ii Inte 


-[2).a@)-IH@+H AO 2, all: 


l 


Da nun nach (X.) 


:=[/u(b)] =[/a(d)) 9y=l/alvtl) 


[Moll] = 2° = 4 


=[fy(a)]+1 -[nla)) &, =) 
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ist, so erhält man die symmetrische Gleichung 


| IMoln@l-+ 


7 
(a . ) | e=[a)+1 v=[ fn(a)) 


:=[/(b)] 


2 KWlle@l+ 3 In@l-s] 


:=[/yla)]+1 


= -[a).[fa(a)].[fsı(a))+[d].[fı(8)]-[%.(0)). 


Sind z. B. p, g, r drei positive theilerfremde ungerade Zahlen, und setzt man 


Re MONSBETUBED BD. BEINE Bo UR, . 
ae er ı a=|1, b=5; 


p—1 g—1 r—1 
_ y=—— ı= 


ep t 2 » | 2 r ö | » z ni en 25 
© Zee Zee Zelte] rs 
=, LpJ1p zLgllg j r 


(7) Fe] = [elle] en 


s==] 





ist, so kann man die Gleichung (a”.) auch so schreiben: 


_r—1 _[e Eu ME un FR [4 yl BER! ; 
Ä Fr se]. 2 te PR ) fe]. 5 zlfre] 


ee nn 1 = ı= ! al :=1 


—— )2 v—1 g2 
Tre lfm] a 
1 7-l = - en 

Die Gleiehung (a’.), welche auch mit Hülfe der Eisensteinschen 
geometrischen Methode leicht gefunden werden kann, scheint mir wegen 
ihrer Herleitung von Interesse zu sein. Bei derselben kann man sich 
nämlich Sehritt für Schritt leiten lassen durch 


Ib (2) f(x) de nf ya) dfı: (Y) (= 


(a) /nla) u) 


falv)+tdfilv) 


yfa(&).dE) 
= af). + bFrl ll)" Fe) lry)ay 


/n(a) 


Fb) 
BEN Y:fı.(y)-dfa(y), 
/n(a) 
Al) 5 k GV. in 
/ y.fi.(Y) df(Y) re / fs(3).f1,(3) da. 


(a) la) 

Ebenso wie die entsprechende Integralgleichung sich auf beliebig 
viele Funetionen x, = f,,(x,) erweitern lässt, lässt sich eine der Gleichung 
a.) genau analoge allgemeinere Gleichung in derselben Weise herleiten. 
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Diese Analogie zwischen der in den vorliegenden Zeilen angedeuteten 
Behandlung der Summen von grössten Ganzen und der Rechnung mit Inte- 
sralen zeigt, dass auch bei der, so zu sagen, gewaltsamen Beschränkung 
der Funetionen [f,,(x)] u. s. w. auf das Gebiet des Argumentes der grosse 
Vortheil einer solchen Uebereinstimmung zwischen den Werthen der Function 
und denen des Argumentes sich noch geltend macht, der in allen Zweigen 
der Mathematik zu Tage tritt. 


Im Februar 1886. 


Berichtigung. In meiner Arbeit: „Ueber eine Formel des Herrn 
Hermite‘‘ (Bd. 100) befindet sich ein Versehen. Die dort gegebene Be- 
stimmung des Jacobischen Zeichens gilt nur dann, wenn beide Zahlen un- 
gerade sind. 














Ueber die Nichtdifferentirbarkeit gewisser 
Functionen. 


(Von Herrn Mathias Lerch in Prag.) 


B; dieser Note wollen wir die Reihen von der Form 


% 
(1) fie) = Ze,oosa,nz 


v0) 


in Bezug auf die Existenz eines bestimmten endlichen Differentialquotienten 
untersuchen, wobei 


A... Ad,. d;. . . . d,, 


ganze positive Zahlen sind, von denen vorausgesetzt wird, dass es eine 
unendliche Reihe von einander verschiedener ganzer Zahlen 


De a ir Mi 


in 


giebt, für welche die Quotienten —, 
v 


(»=1,2,3,...) ganze Zahlen sind, 


. A, j i isn ’ 
während , gebrochen sein kann. Die e, sollen Glieder einer absolut 


convergirenden Reihe ausmachen. 
Es wird sich zeigen, dass es unter den Fiunetionen (1.) unendlich 


. . . Y 4 a . 
viele giebt, die an allen Stellen von der Form ı=-- (a bedeutet eine 


ganze Zahl) keinen bestimmten Differentialquotienten besitzen. Nun sind 
die eben erwähnten Stellen in jedem noch so kleinen Intervalle des Argument- 
vebietes in unendlicher Anzahl vorhanden, sodass wir es hier also mit Func- 
tionen zu thun haben, welche mit den mit Hülfe des Hankelschen Con- 
densationsprineips eonstruirten Functionen eine analoge Eigenschaft gemein 
haben, jedoch sind sie durch einfachere Ausdrücke dargestellt, weshalb sie 
eine sehr elementare Behandlung zulassen. 

Unter den keihen von der Form (1.) giebt es auch solche, die an 
keiner Stelle überhaupt einen bestimmten Differentialquotienten besitzen, 
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namentlich die von Herrn Weierstrass aufgestellte *) und von Herrn Chr. 
Wiener **) ausführlich untersuchte Funetion, die sich hier als ein ganz 
specieller Fall einer unten anzugebenden Reihe ergiebt. 

1. Setzt man in die Reihe (1.) den Werth 


a 


z=ut+th, = 7 


ein, wobei a eine ganze Zahl bedeuten soll, so erhält man: 


z x = \ EL - I 
fan+h) = FZc,cosan(z,+h)+ 3 we ' c,ecosa,hn 

y=! v=m+ 

und für A=0: 
abe L } 
fa) = Ze,coaa,n.+ 3 (-1)"”c, 
vu y=m+]1 

sodass also: 
f(z,+h)-f(z) _ 4 cosa,n(z,+h)—cosa,ne, B ; 1) Pm cosa,sch—]1 


Nun ist klar, dass sich bei unendlich klein werdendem A die erste Summe 
rechts dem ganz bestimmten Grenzwerthe 


-ı 3 a,c,sina,ne, 


) 


f(z,+h)—f(x 


einer 
h 


nähert, und es nähert sich also der Differenzenquotient 
bestimmten Grösse oder nicht, je nachdem die Reihe 


ddl 
’ 


cosa,hn—1 


u” Et \ / ’ h 


fir unendlich kleine kA einen endlichen Grenzwerth besitzt oder nieht. 


Mr a a wo h 
Sind nun die Quotienten 5 (v>>m) von einem bestimmten an immer 
gleicher Parität, so zerfällt die Reihe (2.) sowohl für gerade als auch für 
*) Brief an Herrn P. du Bois-Reymond. Nieses Journal Bd. 79. — Abhandlungen 
aus der Functionenlehre, Berlin, Springer, 1886, p. 97. 
**) Dieses Journal Bd. 90. — In der Functionenlehre des Herrn Weierstrass findet 


sich auf S. 100 eine Bemerkung, aus der man schliessen könnte, dass Herr Wiener das 
Weierstrasssche Resultat für unrichtig halte. Diese Bemerkung bezieht sich indes nicht 
auf Herrn Wiener; denn derselbe bemerkt im eitirten Aufsatze (p. 247), dass die Ergeb- 
nisse des Herrn Weierstrass und die seinigen zugleich stattfinden, wenn man sich auf 
den von Herrn Weierstrass doch allein untersuchten Fall (nämlich ab > $rn+1) be- 
schränkt. 
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ungerade a in zwei Theile, von welchen der eine aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern besteht, während der andere eine unendliche Reihe ist, die bis 
auf das Vorzeichen mit dem Reste der Reihe 
fh)—f(0) _ 5, cosa,ah—1 
h 7- ie ae 


- Se Fe 


iibereinstimmt. Der erste, endliche Bestandtheil besitzt für lim = 0 immer 
einen endlichen Grenzwerth, und der zweite nähert sich einer bestimmten 
(srösse dann und nur dann, wenn der Grenzwerth 

j h)--f(0) 

im f(h) —f(0) 

ht) ! 


existirt, d.h. wenn die Funetion f(x) an der Stelle = 0 einen bestimmten 
endlichen Differentialquotienten besitzt. 


2 r a, - . . 
(siebt es aber unter den Zahlen „ @>m) unendlich viele gerade 


und ebenso ungerade, so hat man für a nur eine gerade ganze Zahl zu 
wählen, um zu demselben Resultate zu gelangen. Also: 

„Die durch die Reihe (1.) dargestellte Function der reellen Veränder- 
lichen x verhält sich in bezug auf die Existenz oder Nichtexistenz eines 


. ge . . a . 
bestimmten Differentialguotienten an den Stellen x = D® unter a eine gerade 


’ a u 
ganze Zahl, und wenn es unter den Zahlen Pr (vr >m) nur eine endliche 


Anzahl gerader oder ungerader giebt, eine beliebige ganze Zahl verstanden, in 
derselben Weise, wie an der Stelle x = V.“* 
Nun ist offenbar 


fr) —f(0) 


2  sin’da,rız 
—- Pr. 2 e C, " a 


v=ı 


Also 


3, fea-0 _ _IO-O 


in zT 
besitzt aber die Function f(x) an der Stelle e=0 einen endlichen Difte- 
rentialquotienten, so ist derselbe gleich 
Yin IE EIERN 
—) XL rl —L 


und fällt nach (3.) mit seinem entgegengesetzten Werthe zusammen, und ist 
deshalb gleieh Null. 
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Ist also die Bedingung 


(3°.) \im Adi) 
nicht erfüllt, so hat die Function f(r) an der Stelle e=0 keinen bestimm- 
ten endlichen Differentialquotienten. 

Wendet man dies auf den Rest der Reihe (2.) an, so erhält man den 
Satz, dass 


d 


„wenn die Function f(x) an der betrachteten Stelle x einen be- 


) 


stimmten Differentialquotienten besitzt, derselbe durch die Formel 


f (2) = — & na,c,sina,nz 


dargestellt wird.“ 
Mit Ausnahme des hier auszuschliessenden Falles der gleichmässigen 
Convergenz der leihe 


S. * 
Sa,c,sina,nız 


’ 


ist uns kein allgemeines Uriterium für die Geltung der Gleiehung (3°.) be- 
kannt. In manchen Fällen gelingt es aber, die Unzulässigkeit der Glei- 
chung (3°) in der Weise darzulegen, dass man an die Stelle des stetigen 
Grenzüberganges limxz = 0 einen unstetigen, durch eine unendliche Folge 
von schliesslich unendlich klein werdenden Grössen r erzeuzten Grenz- 
übergang limx’ = 0 treten lässt. 


Setzt man z. B. 


! hr 
re = 
b 
so folgt: 
(z’)—f(V) 2b, & a,k 
(4.) EI te Beige 
u, x' / En y. Ih 
Se 2 a i PAR 
Giebt es nun unter den Quotienten 5% v=Q(, 1, 2, ... x) bei unendlich 


vielen 5, auch solche, deren absolut kleinsten Reste unter eine feste Grenze 
ce nicht herabsinken, sie mögen dem Werthe »=rv' entsprechen, und sind 
die e, sämmtlich positiv und so beschaffen, dass bei allen den betrachteten 
b, unter den betreffenden Grössen 5,e,. immer einige vorhanden sind. die 





für r= x nicht unendlich klein werden, so darf die rechte Seite von (4. 
nicht unendlich abnehmen für sämmtliche unendlich grossen Werthe von r, 


Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 2. 17 
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und es wird also der Differenzenquotient 





Br 
Hh — 0 . o ’ [} 
A & f0) zugleich mit x nicht 
unendlich klein werden können, wenn %k ungerade ist. 
Die hier angeführten Bedingungen werden z. B. erfüllt sein, wenn man 


a,=v!, b,=(r+H})! 

setzt, und zwar ist hier v” =r-+1, da 

vi A 

2b, 2 
ist. Also hat man den Satz: 

„Giebt es unter den positiv vorausgesetzten Grössen a, unendlich viele, 

die unter eine gewisse Grenze o>U nicht herabsinken, so hat die absolut 
convergent vorausgesetzte Reihe 


2 &, sa 
P« —-C08V.TIE 
v0) 9% 


für keinen rationalen Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten.“ 
Denn der Satz gilt von der Stelle 2=0, und da die Quotienten 


ad 2 Ä 


er — m--3) sämmtlich gerade sind, so gilt er auch für alle Werthe 
. a in \ . = . 
von der Form 2= ;, auf die sich alle rationalen Brüche bringen lassen. 


Analoge Beispiele sind leicht zu bilden. 

2. Minder einfach ist die Untersuchung der Reihe (1.) in Bezug 
auf ihre Differentürbarkeit an einer beliebigen Stelle x; wir wollen uns 
hier auf einen einfachen Fall beschränken. Wir nehmen nämlich a, in 
der Form 

(1) & = PPıPr---P, 


an, unter den p positive ungerade Zahlen verstanden, die von einander ver- 
schieden oder theilweise oder auch sämmtlich einander gleich sind, jedoch 
mit Ausnahme der ersten grösser als 1 sein müssen. Wir bilden dann 
die Reihe 


(2) fa) = Fe,cosa,nz, 


v—U 
in welcher die e, nicht negative Grössen sind, die eine endliche Summe 
besitzen, und benutzen zu ihrer Untersuchung die von Herrn Weierstrass 
in seinem oben erwähnten Briefe an Herrn P. dw Bois-Reymond zuerst dar- 
gelegte Methode. 
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Es sei x eine gegebene reelle Grösse; dann giebt es eine ganze 
Zahl o,„, für welche die Differenz 
A, 0, = 2 +1 
die Ungleichheit befriedigt: 


[ER 


u - 


[ER 


it 4 1 


Man erhält so z in der Form 


EPNSE.. 1. <- EI 
d,, 
und wenn man 
U, 1 7, & ,,, 1 
x zu “ T = 35 
d,, a, 
setzt, so folgt 
1 Z,, + 7 ge 7 
v1 = — FB 2" _12— } 
4, r 


sodass 2 — x negativ, 2" —r positiv ist, und diese beiden Grössen für m = x 
unendlich klein werden. Nun ist offenbar 


f(@’)-f(z) Z Sa f „7 054, a8 — c0sa, nz #; cosa, ae — cosa,nz 
x — x u na,(2'—r) Ve ° 2 —x 
Da aber für v —m: 
a,(@,—] 
ax = ‚(en—1) 
a, 


eine ganze Zahl ist, und zwar von derselben Parität wie (@,—1). und da 
ausserdem 


a, A, 1 
ac = TR Me 
d,,, a 
sodass für v — m: 
cosa,nc = —(—1)”, 
, Tv ta,a 
cosa,nz = (—1) "ca ——E 
a, 
so folgt, da ausserdem 
' | f x +1 
L — L ie eu “ 
(A, 
offenbar die Formel 
’ m—1 ! 
x )— f(x t Cosa, tx — cosa,rtr 
RE ae ‚re — cost 
x —ır ya a,n(z —x) 
a ad F. { 0.2 1 
) ER 1 n 2) ' n } +] \ 
+(— Sc,\|1l-eos ) 
\ ) l-+r, +l v—=m ‚\ da 


17* 
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Ganz analog findet man: 


" N m—1 - 
f(x ) f(x) = 1 En. cosa, x" —- cosa, ne 
2" —x y—ı) A, n(x"' 2) 
BEE ER ( x zen) 
au. ) a y= &e, 1 T c08 A, ' 


und daher kommt 


fe@)-fl@) _ fa) -f®) 
x’ — x =" — x 
(3.N Rn «4 B ( COS, TEE — cosa,ax cosa,az'— cosa, NE 
SER a - ri, Aa, .n —r) a,n(x'—x) 
% na,® 
19 1 b,. e,( 4 RER may 
2— > Tg =‘ 1 





Der erste Bestandtheil rechts ist offenbar von der Form 
m—1 


(a) nn 3a,c,(sina,n@'—sina,ng), 
vı) 


2 


wobei S', £' eine bestimmte Grösse innerhalb des Intervalles (z...x'), resp. 


(2...0) bezeichnet. Nun ist offenbar der absolute Betrag der Grösse («.) 
nie grösser als 
m—1 sina,nz&"'—sina, ng x m— ER 
n Za,c, > - + a,n HM 00, (8), 
N." 1‘ a,n(&'— &) e- )S B; G ne 


und da 
2] 2. ı ! 2 
-|. m u m . 
R A, 


so ist die Grösse («.) dem absoluten Betrage nach nie grösser als 


2 


Sr 


2m’ m—] 


(a*,) — 3a,c,. 


m v=UÜ 
Dagegen ist der zweite Bestandtheil der rechten Seite in (3.) seinem abso- 
luten Betrage nach nicht kleiner als 
Mu Done 
weil die dort vorkommende Reihe aus nd Gliedern besteht, von denen 
das erste, nämlich e,(1+eosa«,,,,), nicht kleiner als e, ist, da |x,.| =} 
angenommen wurde. 


Daher kann man sehreiben: 


(4.) ni f(@) _ F@")-f(@) 


2 
5 ra; 


In? m —1 a , Gy 
a: I Ss d, C,+ 2 (— 1) d,, C 7, 
ya 


wobei 9 ein ae oder negativer echter Bruch ist, und n eine positive 
nie unter die Einheit herabsinkende Grösse bedeutet. 
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Besitzt die Funetion f(x) an der Stelle x einen bestimmten endliehen 
Differentialquotienten, so muss die linke Seite von (4.) für m= x unend- 
lich klein werden. Bestimmt man die ec, so, dass a,ec, und zu gleicher 
Zeit die Differenz 


nr m—1 
N . 2 
(8) au, Zaie,, 
y- 


die positiv vorausgesetzt wird, für m = x nicht unendlich klein wird, so 
wird die Grösse (4.) nieht für unendlich grosse Werthe von m unendlich 
klein, und die Funetion f(x) besitzt dann an keiner Stelle einen bestimm- 
ten endlichen Differentialquotienten. 

Ist nun 

art, 

eine beliebige Folge von positiven Grössen, von denen unendlich viele unter 
eine bestimmte Grenze d nicht hinabsinken, so kann man die e, so be- 
stimmen, dass die Grösse (/.) gleich d,, wird, und es wird dann die betreffende 
Funetion f(x) zu den nicht differentiirbaren gehören. Um dies zu erreichen, 
hat man bloss 


os=4, nd=0 


) 


a 


f 
zu setzen und die a, aus den e, mit Hülfe der Recursionsformel 
—] 


I ZN 
(BF) m -nN"u=ov, 


NM, 
zu berechnen. 

Hier möge noch ein dem Weierstrassschen ähnliches Verfahren zur 
Aufstellung eines speciellen Systems der ce 
nämlich 


‚„ Platz finden. Setzt man 


so ist die Grösse (/.) gleich 


1 ( = n—1 yı 7“ 7” 
. r"— 1° r ”) Sn (1- )- . 
m = 4, r—] a„(r—1) 

und sie wird immer positiv und für m = x nicht unendlich klein, wenn 


2 


7’ 


Ca 


ArZZ 


positiv ist und — für m = x nicht verschwindet. Die letztere Bedingung 


wird aber nur bei speciellen Werthsystemen der a, erfüllbar sein. Dies ist 
z.B. der Fall, wenn die p, sich wiederholen, sodass sie nur eine endliche 
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Anzahl verschiedener Werthe erhalten. Ist die grösste unter den Zahlen p, 
gleich p, so ist 


ya u r a 
A, = "de I 
und die rechte Seite wird dann und nur dann nicht unendlich klein für 
m=%, wenn 
y > " p 
ist. Wenn also in dem letzterwähnten Falle r —p und zugleich der Be- 
dingung (y.) zufolge r > 1+4-n? ist, so hat die Function f(x), in welcher 
ai 
, = — 
v a: }) 
an keiner Stelle einen endlichen Differentialquotienten. Die Convergenz- 
bedingung für die betrachtete Reihe stellt wohl für die Grösse r eine obere 
Grenze auf. 
So wird z.B. die Weierstrasssche Reihe 
I 
5 b’cosa’ne, 
vs 
in der 5<Z1, a eine ungerade ganze Zahl ist, an keiner Stelle einen be- 
stimmten endlichen Difterentialquotienten haben können, wenn die zwei 
’aylı . N 
Bedingungen | | 
ab 1 ab>1-+n 
erfüllt sind. Dieses CUriterium ist aber umfassender als das von Herrn 
Weierstrass aufgestellte, nämlich die Erfüllung der Ungleichheit: 


ab >1-+2n. 


Um ein specielles Werthsystem der e, auch bei irgend welchen p, zu er- 
halten, wollen wir dies durch den Ansatz 
a,c, = r” 
zu bewerkstelligen versuchen. 
Da vermöge der Bedeutung der a, die Ungleichheit 


2 m—1 71° m—]1 


n a ne r 
An S 4,0, >46. —— 5 0,6, 
7 v=0 Pın v=ı 


stattfindet, so erhält man für die Nichtdifferentirbarkeit von f(z) eine hin- 
reichende Bedingung, wenn man r so bestimmt, dass die Grösse 
’ u. 1 7” 


nı” 
(O,) I" — Er = r"(1— 4 — 
Re pr ee ar za 


vl 


positiv ist und für m = oo nicht verschwindet. 
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In dem allgemeinen Falle, wo die p, nicht unter einer festen Grenze 
liegen, wird diese Bedingung dadurch erfüllt, dass man r > 1 voraussetzt. 
Also haben wir den Satz: 

„Sind 

P» Pur Ps 


ungerade ganze Zahlen, die nicht unter einer festen Grenze liegen, und ist 
r > 1 eine positive Grösse, so wird die absolut convergent vorausgesetzte Hteihe 
eV 


» N r r 
Ka)= & 7 608a,12, a, = PuPıPr---P; 
v--U 


; 
eine Function darstellen, die an keiner Stelle einen bestimmten endlichen Diffe- 
rentialquotienten besitzt.“ — 

Schliesslich betrachten wir den Fall, wo die p, so gewählt werden, 
dass für alle v: 


en; 
ist. Dann gilt die Ungleichung 
a’ nA _ 1 
0.0.— 280, >40. —A 2 5 
d,, N} A) N) () 


wir setzen a,c,=d, und bekommen folgendes Resultat: 


„„Giebt es unter den positiven Grössen 
me tere, 


unendlich viele, die oberhalb einer festen Grenze o liegen, und convergirl 
die Reihe 


Ei 2 d, 
&, 
ee.) her 
so wird die Function 
x d, 
f(x) = 2 COSA,IE, 
. I () Ad, 


falls jedes a, durch a,_, theilbar ist und unter a,_, nicht herabsinkt, für keinen 
Werth von x einen bestimmten Differentialquotienten haben können.“ 
Denn der vorausgesetzten Convergenz der Reihe (e.) nach kann man 


® r al ia, d, 
eine ganze Zahl » so wählen, dass für — = e, 


d, 


5 — u 
n"&c,<1e. 


vn 
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Ausserdem wird man der vorausgesetzten Beschaffenheit der Grössen 
d gemäss unendlich viele ganze Zahlen m so angeben können, dass die Un- 
eleichung 


Un SEE. Wi 2 
stattfindet: es wird hier also für unendlich viele Werthe von m 


n+ım—1 
» RE 2 u) Tan 1 
Ad tm C, Fın TI > C, une [#) 
vn 


N 22 N 


sein, und also für unser speeielles Werthsystem der a, um so mehr 


76“ N } 77 1 . 
U RER. 


/tr 


M 
a 


A, Im vn 


woraus folgt, dass die Reihe 
ER % 
(3) 5 c,C08a,n1xX 
2 n 


an keiner Stelle einen bestimmten endlichen Differentialquotienten haben 
kann. Dasselbe muss aber bei der zuletzt betrachteten Reihe f(x) der 
Fall sein, da sie sich von der Reihe (9.) nur um eine »differentiirbare 
Funetion unterscheidet. 

3. Schliesslich mag hier kurz eine heihe erwähnt werden, welche 
Ableitungen aller Ordnungen besitzt, und doch nie nach ganzen positiven 


oO 


Potenzen von (e— x.) entwickelt werden kann, was auch zu sei. 


Solche Reihen sind zum ersten Male von Herrn P. du Bois-Reymond 
im 22. Bande der Math. Annalen aufgestellt worden; da sich aber die von 
uns hier zu behandelnde Reihe durch eine einfache Gestalt auszeichnet. 
so «dürfte sie wohl einige Leser interessiren. 

Ks ist dies die Reihe 
2 cosa’x 


1.) fo)=2 


n—0) n! 


unter a eine ungerade ganze Zahl verstanden. Sie convergirt offenbar 
ebenso wie alle ihre Ableitungen”) gleichmässig, und deshalb ist sie nach 
einem bekannten Satze gliedweise differentiirbar. Bedeutet 5b eine ungerade 

i e brı n | 
eanze Zahl, und schreibt man x, = u, 80 bekommt man für die Ab- 
leitungen von f(x) an der Stelle x, die Formeln: 


Unter „Ableitune* ist die dureh eliedweise Differentiation entstandene Reihe 
verstanden. 
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fa) = pla)—e”, 
(— 1 rt! p@+1) (7) Ai w(a*t), 


wo der Kürze halber 


m—] a !kn 


ya) = 3 = (cosa”""bn—1). 
ne . 
m—1 (?k -+ 1)n 
<k Y a n NH 
w(a”*") = 5 sina”—"bn 


u: 
gesetzt worden ist. 
Die Taylorsche Reihe für die Funetion f(x) setzt sich nun aus 
folgenden drei Reihen zusammen: 


2 u (2 2,)” 
za cedra) an 


I . (2-2, )** 
ER \k+1 rn ( $ 
Aue Da AR er, "en 


” ok (C— Tr, 
s.cDVe a 
Die beiden ersten dieser drei Reihen sind absolut convergent, wie 
man unmittelbar sieht, und von der dritten soll gezeigt werden, dass sie 
divergirt, wie klein auch (x—x,) sein mag. Setzen wir zu diesem Zwecke 
1 
Yy 
und nehmen y > 1 an, so ist der Ausdruck 


2-2] = 


v v 

e“ er e“ 

var ei nn \ 

y’v! 7 (yr) 

für unendlich grosse » zu untersuchen. Nun ist aber für hinlänglich grosse 


Werthe von v: 


a —ylogvyu — a’—y? 


oo eu 
und da die letztere Grösse schliesslich jede Grenze übertrifft, so gilt dies 
um so mehr von der Grösse 

ee” 

yrv!? 

also auch von den Gliedern der dritten Reihe, welche deshalb divergirt. 
woraus sich die Folgerung ergiebt, dass die Function f(x) an keiner Stelle 
von der Form 


brı 
X, 3 ur 
a 
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b ungerade) eine Potenzentwickelung zulässt. Da aber die eben er- 
wähnten Stellen in jedem noch so kleinen Intervalle vorkommen, so wird 
fr) überhaupt nie durch eine Potenzreihe dargestellt werden können, da 
sie sich dann auf gewissen Stellen von der Form 

brı 


J Z ) PR mt 
a 


analytisch regulär verhalten würde, was unserem letzteren Ergebnisse wider- 
spricht. Hieraus kann man aber nicht schliessen, dass die Taylorsche Reihe 
a ne ” RS . i wer s £ 
für fe) auch für diejenigen x,, die nicht von der Form — sind, divergiren 
müsste, sondern es folgt hieraus nur, dass der est der Taylorschen Reihen- 
entwiekelung nieht unendlich klein wird, ebenso wie dies bei der Function 
e " an der Stelle @2,=0 der Fall ist. 


Weinberge in Böhmen, Dezember 1886. 








Ueber die Jacobischen Covarianten der Systeme von 
Berührungskegelschnitten einer Curve vierter 
Ordnung. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich. 


Il seiner Arbeit Eigenschaften der Curven vierten Grades rücksicht- 
lich ihrer Doppeltangenten (dieses Journal, Bd. 49, 8. 265) definirt Steiner 
einige der wichtigsten irrationalen Covarianten der Curve vierter Ordnung. 
namentlich auch die 65 Jacobischen Covarianten @°, welche zu den 63 Sv- 
stemen von Berührungskegelschnitten gehören. Am Schluss seiner Arbeit 
wirft er die Frage auf, welche Beziehungen diese 63 Systeme und ihre 
Covarianten zu einander haben. Da mir auf dem dureh diese Frage be- 
zeichneten Gebiete noch kein Ergebniss bekannt ist. so habe ich einige 
darauf bezügliche hesultate, die ich in einer Untersuchung über die 'I’heta- 
funetionen von drei Variabeln erhalten hatte, zusammengestellt und auf rein 
algebraischem Wege entwickelt. Von diesen Ergebnissen, die den ersten 
Anfang einer Theorie der (irrationalen) Invarianten und Covarianten der 
ternären Form vierten Grades bilden, dürfte in geometrischer Beziehung 
der in $ 10 entwickelte Satz das grösste Interesse haben. 

In meiner Arbeit Ueber die Beziehungen zwischen den 28 Doppel- 
tangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung (dieses Journal, Bd. 99, S. 275). 
die ich im Folgenden mit D. eitiren werde, habe ich die rationale Dar- 
stellung der 28 Doppeltangenten durch gewisse sieben unter ihnen, deren 
Möglichkeit Aronhold (Berliner Monatsberiehte 1564) gezeigt hatte. voli- 
ständig durehgeführt und habe daher auf die rationale Form der aufgestell- 
ten Ikelationen besonderes Gewicht gelegt. Für die folgenden Untersuchun- 
gen ist dieser Gesichtspunkt weniger massgebend, und ich habe daher, indem 
ich auf die rationale Form der Formeln verziehte, den dort entwiekelten 
kelationen eine einfachere und mehr symmetrische Gestalt gegeben ($$ 1--D). 


1 o + 
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In den $$ 6 und 7 vervollständige ich die Hessesche Theorie von den 
36 Arten, die 28 Doppeltangenten zu den Verbindungslinien von acht Raum- 
punkten in Beziehung zu setzen, und von dem Uebergang von einer dieser 
Darstellungen zu den 35 andern. Nach diesen Vorbereitungen wende ich 
mich dann in $ 8 zu der Untersuchung der Relationen, die zwischen den 
in $ 4 definirten Uovarianten @° bestehen. Als Anwendung der erhaltenen 
esultate behandle ich in den $$ 9 und 10 ausführlich die Theorie der 
Curven dritter Ordnung, die durch die Berührungspunkte von sechs Doppel- 
tangenten gehen. Aus derselben ergeben sich bemerkenswerthe Beziehun- 
gen, in welehen die Funetionen @° zu den Wurzelfunetionen ($ 11) und 
ihren Differentialen ($ 12) stehen. Daran knüpfe ich noch in den $$ 13 
und 14 die Betrachtung einiger Covarianten dritten und vierten Grades, die 
mit den Funetionen @° in engem Zusammenhange stehen. 


N @ 
Definition der 28 Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung mit Hülfe der Raumfigur von Hesse. 
Seien 2, #, #2, 3 die Coordinaten eines Punktes z in Bezug auf 
ein Coordinatentetraeder, und seien 


B 4 mn im 
= 


(1.) a a3 +4,3 ra, 2 +4, % A=0,1,...7) 


acht lineare Funetionen von z. Damit die acht Ebenen z, = 0 die gemein- 
samen Berührungsebenen von drei Flächen zweiter Klasse seien, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass man acht Constanten g, bestimmen kann, die 
der Gleichung I&'g,3,; = 0 identisch genügen. Ich setze voraus, dass nicht 
vier der acht Ebenen durch einen Punkt gehen, und dass nicht die Sehnitt- 
linien einer derselben mit sechs der andern einen Kegelschnitt berühren. 
Die aus den Coordinaten von irgend vier der acht Ebenen gebildete Deter- 
minante (D. S. 29%) 

(2.) [aßrs . (@,, d;,@,, Q;) 
ist dann von Null verschieden, und keine der acht Uonstanten g; ver- 
schwindet. Ich will nun Yg;3, dureh z; ersetzen, also annehmen, die acht 
linearen Funetionen z, seien mit solchen constanten Factoren gewählt, dass 
die zwischen ihnen bestehende Beziehung die Form 

3.) Zu =0 


hat. Dann ist auch, falls «, «, «, « die Coordinaten irgend einer Ebene 
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a bezeichnen, und g(w) eine beliebige quadratische Function von « Ist, 
(4) Zogla,) =. 
7. B. ist 
(5.) = fasyi RR _— ), 

Ist also aAyda'p'y'd’ eine eigentliche Vertauschung der acht Indices 0, 
Di u sichere Sant: lese 
Durch wiederholte Anwendung dieser Proportion ergiebt sich, dass das Ver- 
hältniss f,z,5: faz,,, für alle eigentlichen Permutationen denselben (und für 
alle uneigentlichen den entgegengesetzten) Werth hat. Durchläuft o die 


vier Indices «@, 5%, y, d und o' die vier übrigen Indices «, 9, y', 0, so 
tolgt aus den Gleichungen 
FaYdam) — — Na) a”) 


nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten fi, = fi... Da jede 
der acht linearen Formen z, mit einem willkürlichen Vorzeichen behaftet 
ist, so kann man voraussetzen, dass 

(6.) foı23 ur + fisor 


ist. Dann ist allgemein 


(7) fem = tfaprös 


wo e=+1l oder —1 ist, je nachdem ePydz4urv eine eigentliche oder un- 
eigentliche Permutation der acht Indices 0, 1, ... 7 ist. 

Seien nun G (W)=0, @ (WW =0 und E"(w)=0 drei von einander 
unabhängige Flächen zweiter Klasse, welche die acht Ebenen a, berühren, 
und seien x, x’, x” drei Parameter, die ich als die Coordinaten eines 
Punktes in einer willkürlich gelegenen Ebene deuten werde. Setzt man dann 

(8) G(la,u = za (W)+Er a (Wd)+E" a (u), 


so ist identisch 


Sei G(x; u,v) die Polare von G@(z,«), und sei 
(10.) A Pe G(x; 6 (a, #=0,1,...7), 
also nach Gleichung (9.) 
Gi ie OÖ 


Sind y’, y’, y"' die Coordinaten eines beliebigen Punktes y, so ist nach 
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Gleichung (#.) 
SS /!/»» \Nafa: — 
= Gr; a,,a,)@(y; a, a) =. 
Setzt man also 
y. = @(y; a,,4,), 
so bestehen zwischen den Coeffieienten der linearen Functionen (10.) quadra- 
tische Itelationen, die sich in die identischen Gleiehungen 
(12.) = Tu = Ö 


zusammenfassen lassen. In denselben sind « und % irgend zwei gleiche 
oder verschiedene der Indiees von 0 bis 7. 

Bekanntlich hat Hesse nicht nur die Gleiehung (10.) gefunden (dieses 
Jourmal Bd. 49, 8.298, Formel (46.)), sondern sich auch mit der Bedingung 
+4.) mehrfach beschäftigt (vgl. dieses Journal Bd. 99, S. 111). Es ist mir 
aber nieht bekannt, ob er aus diesen beiden Relationen die Gleichungen 
12.) abgeleitet hat, mit deren Hülfe es möglich wird, die Raumfigur von 
Hesse vollständig zu eliminiren und die "Theorie der Doppeltangenten auf 
ein System identischer Gleichungen zwischen ihren Coordinaten zu gründen, 
die nieht eomplieirter sind wie die zwischen den Coeffieienten einer quater- 
nären orthogonalen Substitution. 


$ 2. 
Die Invarianten der Curve vierter Ordnung. 
Nachdem ich die Möglichkeit der Bildung von 28 linearen Funetionen 
(1.) 28 > Isa > 0,5% +0,02 +a,E 
dargethan habe, welche den Bedingungen 


Ü 


(2.) SI T,Ya > V 


; 
eenügen, will ieh jetzt die bisher gemachten Voraussetzungen fallen lassen 
und diese Gleichungen zum Ausgangspunkte nehmen. Denselben füge ich 
ausser einer auf der KReduetibilität dieses Gleichungssystems beruhenden 
Bedingung, deren Aufstellung erst unten in (8.) möglich ist, nur noch die An- 
nahmen hinzu, dass nicht von jenen 28 linearen Funetionen eine identisch 
Null ist oder zwei sich nur um einen eonstanten Factor unterscheiden, und 


dass unter ihnen wenigstens drei linear unabhängig sind *) (dass die 28 


[,ässt man die Constanten a); und a); ungeändert, ersetzt aber die Constanten 
a; durch Null, so erhält man 25 neue Funetionen #„;, welche auch den Bedingungen 


-) 


>) venüesen. sich aber sämmtlich dureh zwei unter ihnen linear ausdrücken lassen. 
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Geraden a,; nicht sämmtlich durch einen Punkt gehen). Der Bequemlichkeit 
halber behalte ich die Bezeichnung (11.) $1 bei. Ist r der Rang (dieses 
Journal Bd. 86, S. 148) des symmetrischen Systems 

a) a Ä 
falls z ein unbestimmter Punkt ist, so ist r auch der Rang des Systems y 
Unter den acht homogenen linearen Gleichungen 


0) ( 


sind daher r unabhängig, und folglich haben sie nieht mehr als 8—r unab- 


hängige Lösungen. Den Identitäten (2.) zufolge sind aber e, = y;,, acht 
Lösungen derselben, von denen r unabhängig sind. Folglieh ist r —- S—r, 


also r < 4  Bedient man sich für die Determinanten vierten Grades des 
Systems (3.) der Bezeichnung 


a Pf} 'Ö' 1 
U oO . L; / 
"eo Pr6ö-’ 2. 
so 18t 
aßyd | 
Y4 N 7 | . - 
(4.) ) = U5;7 L,St 5; L e 0, 4r „USE a,l 4%» 


2 „ar5 
kann also nur dann identisch Null sein, wenn zwei der linearen Funetionen 
r7,;, von einem constanten Factor abgesehen, übereinstimmen, oder wenn 
eine von ihnen identisch verschwindet. Da dies unseren Voraussetzungen 
widerspricht, so ist der hang des Systems (3.) gleich vier. In demselben 
verschwinden also alle Determinanten fünften Grades, und folglich (vgi 


° 
bee) 


dieses Journal Bd. 82, 5.240, Satz I.) ist, da das System symmetrisch ist, 


5. = 


Mithin sind nicht nur, wie oben gezeigt, die Hauptdeterminanten, sondern 
auch die Nebendeterminanten vierten Grades in dem System (3.) sämmtlich 
von Null verschieden. 

Sind 5, 7, &, r vier beliebige Indices und ebenso &, n', T, r’, sind 
ferner aßydzkur und « Pyod'zAhuv zwei eigentliche Permutationen der 
acht Indices 0, 1, ... 7, so folgt (vgl. dieses Journal Bd. 82, 8.237) aus 
den Gleichungen 


P: , Do Yo 0) —— 0 \o Er hr y H ) 


0 


die Relation 


I\ ja'ßty'' RU 
6.) r „(ÜPr )y( en) = ; x(% ; A q pi = un n. 


£nct & 7 &7)9 
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Speeiell ist 
BaeGE h. [x rn; 
er) je: "ente) 


(7) „(®Pr9) \ FE ee sh 


: £nst Enst’! 


und folglich 


wo © =] ist. Das so definirte Vorzeichen & ist der Gleichung (6.) zufolge 
unabhängig von S, 7, £, @ und unabhängig davon, welche gerade Permutation 


_ 


von 0, 1,... 7 für ePydzAur gewählt wird. Zu den Relationen (2.) füge 
ich nun noch die weitere Einschränkung hinzu, dass 
(8.) e = +1 


sein soll. 
Nach Formel (6.) sind die Verhältnisse der Determinanten vierten 
(srades des Systems (3.) von x unabhängig. Nach Gleichung (5.) ist daher 


ß U "\ 


(9.) Re) 3) = Fansluprs F@), 


wo F(x) eine Funetion vierten Grades von x ist. Die durch diese Gleichung 
definirte Constante f,;.; ist von Null verschieden, wenn die Indices «, P, y, d 
verschieden sind, wechselt das Zeichen, wenn man zwei der Indices unter 
einander vertauscht, und verschwindet, wenn zwei der Indices einander gleich 
sind. Diese Constanten sind nur bis auf einen gemeinsamen Factor genau 
definirt, den ich unbestimmt lasse. Ist derselbe fixirt, so ist F(xz) durch 
die Gleichungen (9.) vollständig definirt. een ist 
(10) f£2ssFla) = Na, ;0,5-+Vz,,05+Vx,%;,), 
und folglich sind die Geraden a,; die 28 Doppeltangenten der Curve vierter 
Ordnung F=0. Nach Gleichung (7.) ist ferner 
(11) fan = Efasrss 

wo e=-+]1 oder —1 ist, je nachdem aßydzAur eine eigentliche oder un- 
eigentliche Vertauschung der Indices 0, 1, ... 7 ist. 

Ist A ein veränderlicher Index und sind eo, P, 
Indices, so ist die age 


y,o, ß,y' feste 


(6551) = IanlerıF@) 


eine lineare Verbindung der Produete 2,,2,;, 2,275; U. 8. w. Aus der 
Gleichung 


(12) Fauaı = 0 
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folgt daher 
(13.) = lumılwrr —(. 


Sind z, 4, u, v, ge die fünf von «@, 9, y verschiedenen Indices, so kann 


man diese Gleichung mit Hülfe der Formel (11.) auf die Gestalt bringen 


n * . . . . \ 
14 . Sn N . ‚) 
( .) Fosrdlinve | PER Fran ) f. ru: or4 Foßyslanir f er ni 


Diese Gleichungen zeigen aber, dass man acht lineare Funetionen (1.) $S1 
so bestimmen kann, dass f,;,; gleich der Determinante (2.) $ 1 wird. Nach 


einem bekannten Determinantensatze kann man z. B. 


“ { ) . 
fis@) fi378 


setzen, wo o, 9, y, 0 irgend eine eigentliche Vertauschung von 0, 1, 2, 3 
ist, also speciell 


ann, DV: 


Diese Darstellung zeigt, dass man die 35 Verhältnisse f,;.,: fo» dureh die 
16 Verhältnisse fjs,5: fo» 4 = 4 5, 6, 7) rational ausdrücken kann. Naeh 
(Grleiehung (13.) bilden aber diese (mit © multiplieirt) die Coeffieienten einer 
orthogonalen Substitution und lassen sich daher mit Hülfe der Cayleyschen 
Formeln durch sechs Parameter rational ausdrücken. Anstatt aber (vgl. 
tiemann, Zur "Theorie der Abelschen Funetionen für den Fall p=3; Ges. 
Werke 8. 472) solche sechs unabhängigen Uonstanten einzuführen, ist es 
vortheilhafter, die Verhältnisse der sämmtlichen 36 (oder vielmehr 72 
Grössen f,;,s als (irrationale) Invarianten der Form F(r) beizubehalten ® 
Nach Formel (13.) ist 


(15.' Eu. 0. (), 
15.) — lu; 


\ Ay 


wenn 2,=2,=23,=0 ist, und «, 9, y irgend drei der acht Indices sind. 


‘ 


und folglich gilt diese Gleichung identisch (vgl. D. $ 3, (17.)). Sind daher 


t,t,t, € die Coordinaten eines beliebigen Punktes f, und geht z, in £ 


i 


über, falls man z durch £ ersetzt, so ergiebt sich aus dieser Relation in 


derselben Weise die Gleichung Fz,t; = 0, und folglich ist auch, wenn g(u 
eine beliebige quadratische Function ist, 


f a“. <= f i% 
(16) Ze) =. 
*) Ist @ßyxAuv eine eigentliche Vertauschung der sieben Indices 1, 2. ... T. und 


bezeichnet man faau» = füaz,; mit fas,, so erhält man die Grössen, deren Verhältnisse 
Herr Schottky (Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen von drei Variabeln $ 8. 
S. 30) als Invarianten von F(x) benutzt hat. 
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Mit Hülfe dieser Beziehung kann man nun folgenden Satz beweisen: 
Setzt man 


(17.) f un for f25: fusar Füsse — ussrfussofu2scfun 


so ist auch allgemein 


(18.) ef = Fuasrlnanr Fans las "Touran FE RT VOR 
wo e= +1 oder —1 ist, je nachdem zzaaPP'yy' eine eigentliche oder 
uneigentliche Permutation von 0, 1, ... 7 ist. Um dies einzusehen, genügt 
es nachzuweisen, dass der Ausdruck (18.) das Zeichen wechselt, falls man 
den Index 2 mit irgend einem der sieben übrigen Indices vertauscht. Wendet 
man auf jede in dem Ausdrucke (17.) vorkommende Grösse f,,., die Formel 
11.) an, so ergiebt sich 


f = fissHfisscfh2schher . fiasfi2srfisar fıss6- 
Demnach wechselt der Ausdruck (17.) das Zeichen, wenn man 0 mit ] 
vertauscht, und ebenso der Ausdruck (18.), wenn man z mit z’ vertauscht. 
Ersetzt man ferner in diesem Ausdrucke a, durch «, so erhält man die 
quadratische Function 
g(u) = (a,,u, a;, a,)(a,, u, 4;, 0. )fuwsr feus; 
— Fan er Ei U,Gd;, 4) (a,, u, Gd;, 4..); 

welche für v=a,, a;, @,, a;, a,, und a,. verschwindet. Wendet man aut 
diese die Formel (16.) an, so ergiebt sich die Gleichung g(a,)+g(a,) =. 
welche zeigt, dass der Ausdruck (18.) das Zeichen wechselt, wenn man z 
mit «@ vertauscht, u. 8. w. 


N} 
Die linearen Gleichungen zwischen den Functionen up 
Ist 4 ein veränderlicher Index, so ist die Determinante 
str 
T Ai ie ) zu [fesrs 
eine lineare Verbindung von &,;, 2a, 2,7, Zy,, und mithin ist den Formeln 
12.) $ 2 zufolge 


1) Lfeaza = 0. 
Wie oben folgt daraus, dass auch identisch 


2) Zausı = 0 
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ist. Aus diesen Gleichungen habe ich D. $ 7 bewiesen, dass man eine 
quadratische Funetion von « 


IN Y A B 0.0. 23 Zu 
3.) Ga, = 22, 


UV 
deren Coefficienten x“ lineare Funetionen von = sind, so bestimmen kann, 
dass die Gleichungen (9.) und (10.) $ 1 bestehen. 
Multiplieirt man die Gleichung 
— 7,636 %,727 — 08,3; 
mit z, und summirt nach z von OÖ bis 5, so erhält man 


(4) 203 = Iır,3.2; 


"F 
und daraus, indem man , = 23, =3,=( setzt, 

(9.) 13456 [3455 Cor .— Taası [3452 C12 V 3352 fa, Cu T3as0 fa451C ' 
oder 

(6.) Foı2s fur27 Cor Zu fer foro2 Cız Forı2 for &04 for fra €: {» 
Hierin vertausche man 6 mit 5 und eliminire dann z,. Mit Hülfe der in 
Gleichung (14.) $ 2 enthaltenen Formel 

(7.)  Farapluryöt Ferayfurset Terasfarpr = 0 
findet man so 
Foorı Fosr2 fuı2s &s7— Fusrı fosr for26 X vun — Junnsı Fine Fısor Cor t foısr fuıor f2s6; Con- 

Vertauscht man 2 mit 3 und eliminirt dann x--, so erhält man mit Berück- 


sichtigung der Formeln (18.) $ 2 und (7.) 


(8.) — gr . Ju2sa fu23s foror fosor Eoı+ Fusıs fusıs fuer foror Cor fuı24 for25 foror fu26r®ı 3» 
Aus dieser Gleichung (und den analogen) folgt, dass / von Null verschieden 
ist. Denn sonst würden die sieben Geraden a,, alle durch einen Punkt P, 
gehen, die sieben Geraden a,, alle durch einen Punkt P, u. s. w., die Ge- 
rade a,; würde also durch die Punkte P, und P, gehen. Nach der Vor- 
aussetzung können die acht Punkte P,, P,. ... P- nicht alle in einen zu- 
sammenfallen. Fielen sie nur zum Theil zusammen, so wären die 28 Ge- 
raden a,; nicht alle von einander verschieden. Wären sie acht verschiedene 
Punkte, so würde nach Gleichung (10.) $ 2 die Curve F=0 durch jeden 
von ihnen gehen und in jedem sieben verschiedene Doppeltangenten haben. 

Bedient man sich der D. $5 eingeführten Bezeichnung, so folgt aus 
dieser Gleichung 
— 167, 01, 02] u fun24 for2s Fuior fer O1, 02, 03], 
19* 
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und aus der Gleichung (6.) 

— fu f0ı[67, 01, 02] = fair finsr| 12, 20, 01]. 
Mithin ist 

[12, 20, 01]//us = [01, 02, O3]CHT: fanza): 


Dureh Vertauschung von O0 und 1 oder von 3 und 4 ergiebt sich daraus 


we 2 nen  [01,02,03] _ [01, 02,04] 
( ) > € — « nn — ii — —— oe 
10, 12, 13] = —[01, 02, 03), in ai 


Setzt man also 

101, 02,03] = mfus; 
so bleibt m bei jeder Vertauschung der Indices ungeändert. Aus den obigen 
Formeln erhält man folglich die Relationen 


(9.) [ef,0y, ad] = mf,s,5; 

(10.) f[IPy, ya, aß] = mil (fas,:); 

(11.) flaep, #4, zu] = —M Fetapfauaplzrueluino]z2ur- 
In der Gleichung (10.) durchläuft 4 die fünf von «, f, y verschiedenen 
Indices, in der Gleichung (11.) sind eo, 0, r die drei von «, P, 2, 4, u 


verschiedenen Indices. Da die 25 Geraden a,; nicht sämmtlich durch einen 
Punkt gehen, so ist m von Null verschieden. Mit Hülfe dieser Formeln 
kann man in allen zwischen den Funetionen z,; bestehenden Identitäten die 
Coeffieienten bestimmen. 


S 4, 
Die quadratischen Gleichungen zwischen den Functionen xa5. Die 65 Covarianten Ga. 
Nach Gleichung (8.) $3 ist 
fzı u Tai fızm 20 
fo123 fuı24 foı25 T foı22 
wo 4 alle Indices durchläuft, für welehe der Nenner fi, nicht verschwindet. 
Folglieh ist 


r( 72212 ' 703 713 | 74214 | 705715 ) 
RT ER WITÄLE Sre rersee IE Er yereT Dre ie er Io 
foı23 for2+fo125 ii foıs2 foi34fo135 foıs2foi43 Fiss foıs2fo153 foısa 
— zfwuhmzeeu | 5 Tssifım ea |... 
/ foı23 4 foı32 


Auf der reehten Seite hat z.B. 2.2, den Üoeffieienten 


fasfen |, eher _ g, 


for23 foi32 
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Mithin verschwindet die betrachtete Summe, und ebenso ist allgemein 


al ) | Binslinerfinet Dal ja Fo Fuße Fursrku vd T.; Tja 
4 Inrelnsri ui ‚U, Kı; T Fin Safurd rt Test, = V. 


Setzt man zur Abkürzung 


(2.) lasr a ITf, Iyh> 


so ist, wie ich beiläufig bemerke, allgemeiner 


(3.) Pl nd 2 AR 0. 


n u frau 
wo z und y zwei willkürliche Punkte sind. 


Demnach lassen sich die sechs quadratischen Functionen 


4 N 
(4.) LnXı2, LT; u . . LyrXı7 


\ 
alle durch 3 unter ihnen linear ausdrücken, oder die sechs Linienpaare 
%,;%,; = 0 gehören alle demselben Kegelschnittnetze an. Die Jacobische 
Covariante eines solchen Netzes definire ich dureh die Gleiehung 


N . Y N ( (2.0 21a LT, 7%} 7 Tr, 00). ) 
G .) Zmfsisslrarafzra; G,; (=) - ! 2 - = Dh r 


Der Relation (1.) zufolge bleibt diese Funetion @,, ungeändert, wenn man 


oe, 9, y durch irgend drei andere von z%, 4 verschiedene Indices ersetzt. 


Ferner ergiebt sich aus dieser Definition, dass 


(6.) (1 ED (G,; 


IH 
ist. Daher setze ich @,, = 0. Durch Ausrechnung der Funetionaldeterminante 
erhält man 


RR, Mt BER 
Zmfas;ferraferas G,; — (A,u Tu Au 1 zul ( n (2 .)* 
Nun ist aber 
3 (v), (v) P N (v) — » » » » - 
£& 1 (ay, Dju A)u L,u) I er Ku Lu I Ju Lu > V (A „I 


v 


Eliminirt man r', ©, © aus diesen drei Gleichungen, so erhält man 


al) Tju Sy, a’ ’& | 7 07 


aan 


Addirt man diese Gleichung zu der vorhergehenden, so findet man 


Mfzizrlerralrraz @,; zo E G, 1, hy] T,, T, Ua, + [A 0, 2, xy\x, ‚TU)a%), 


+[x 0, AP, xy] IE LE %,t za, xp, Ayla. Ta%y, 


L- 
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und folglich 


MTasıfi zefuize G,; (=) Ko N Fiasy Exa T,3%;, 
) j faire f: 1aplzäru Fesrvlapro Una L,3X), 

+ Ferapferprlarau ER era} a. T,3X}); 
+farnfüre Ünapulzapvlzaße Tu Tal: 


Sind @, %, y die Zahlen 1, 2, 3, so ist nach Formel (6.) $3 


=] 


( 





fin 34 fou 35745 nu Liu ae Lu5 T a3 
Faso fs: ‚f45a3 fas5 fi 345 b, fuss5 


. . . . Tu. . . . . 
Multiplieirt man mit — ” und addirt die drei so erhaltenen Gleichungen, 


fo,45 


so findet man 


21 T23 , Tın 73 Tu3 72 
ea ih 
foıssf2e3s5  furasf3145 füsas fı245 
a [erg eu fisıafosıs@un Rn 
fasoı fasue fas03 [2345 | 3145 fi. j 


— fizun 


wer ‚ und fole- 
[4523 fasaı fas12 o 


Nach Formel (8.) $3 ist die letztere Summe gleich 
lich ist 

) N . Fries » » a ( . . 

©.) = [rs %o; -_ fu2as fo2o: fusas 1367 Cona3+ fuaas fuser furas 16702 %3ı+ forss ui forssfrs en Cır- 


Allgemeiner gilt die Gleichung 





zn 023 yayı P} Tr 231 YorY3ı 5 Ta Tı2Y3Yı2 
(9 ) Ilfoıs f2342 | Il fs. f3142 Ufısaufızaa 

7457067 Y45Y67 Ts T75YmY75 , 747756 Yar Y56 

IT 4502 670 Il fax f750# IL f4r0x 560% 


wo sich z von 1 bis 3 und A von 5 bis 7 bewegt. (In den Nennern sind 
die Indiees O0 und 4 nur scheinbar bevorzugt.) 

Demnach gehören die sechs Linienpaare, welche man erhält, indem 
man je eine der sechs quadratischen Functionen 

(10.) Loy, 0 Plz, 0 Poalı2y 2 Laslor; Vils LT 
gleich Null setzt, alle demselben Kegelschnittnetze an. Wie leicht zu 
zeigen, berührt ein Kegelschnitt dieses Netzes 
PX Qenlzı Fr: =) 


die Curve F=0 in vier Punkten, falls 


1 Br 
+4 = 0 
pP p% 


- zu2 
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ist, und jeder andere Kegelschnitt desselben geht durch die acht Berührungs- 
punkte von zwei Berührungskegelschnitten hindurch. 
Die Jacobische Covariante eines solehen Netzes definire ich dureh 
die Gleichung 
en y ' a 5 
11) BnfinsCupale) = re rein eier) 
so dass @,;,; das Zeichen wechselt, wenn man zwei Indices mit einander 
vertauscht, und dass sich @,,., von @;., nur dureh einen eonstanten Factor 
unterscheiden kann ($ 8. (2.)). Sind die Indices nicht alle unter einander 
verschieden, so bedeutet das Zeichen @,;,, die Null. Durch Ausreehnung 
der Funetionaldeterminante findet man in derselben Weise wie oben 





m fi, @ 5,8 aß,oy, 0 O\e,505;%;, Hf@P, dp, Pr 


ep, 0; P, IP, Pyla,s@u,%as 
+[y0, ey, Pyl@.s03;52.35+[Y 9, IP, ao], ;®.,r; 
= [yd, OP, Py)@.s©.-2.5 +17 0, ey, I &,505:% ;. 
-| le, 0, ode. Eu, % 5. ap, aY, Py)s. sC55K,s 


und folglich (vgl. Arorhold, 1. e. 58.517) 


(12.) fasrs@uss = Ep, 50554 Ey 05a Ba, WB Cs t Eu, 


und, wenn 4 die vier von «, 9, y, 0 verschiedenen Indiees durchläuft, 


(13 ) (ff. 9,0 G 3,9 — (TIf;,s)®, ;E y 27 ER si, I; R ; 7 4) 
| Ar )T, ‚%,3%,9 + Hf.z1)%s T5;%5,' 


} 
130) ) 07 


Die sechs Paare von Doppeltangenten (4.) bilden eine Steinersche 
Gruppe, von der ich sagen will, sie gehöre zur Charakteristik |Dl|. Ebenso 
bilden die sechs Paare von Doppeltangenten (10.) eine Steinersche Gruppe, 
die zur Charakteristik [0123] gehört, so dass die beiden Charakteristiken 
10123] und [4567] als gleichbedeutend zu betrachten sind. Ich habe 
D. $6 die drei Doppeltangenten «a,;, a;,, a,,, deren Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitt liegen, syzygetisch genannt, und ebenso die drei Doppel- 
tangenten a, As A,» Dagegen habe ich die drei Doppeltangenten 
A,;, @,,, 4,5, deren Berührungspunkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen, 
azygetisch genannt, ebenso a;,, a,,, a,; und a,;, a,, a Jetzt will ich 


Ya» “u” 


zwei verschiedene Steinersche Gruppen syzygetisch oder azygetisch nennen, 
je nachdem ihre Charakteristiken eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Indices gemeinsam haben. Azygetisch sind also [@/?] und [ey], [ep] und 
azku]l=[Pyodr], [eßyz] und [eßyil. Syzygetisch sind aber [e?] und 
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179), [ep] und [ePy0d], [ePyd] und [v2]. Unter den 63.31 Paaren, die 1 
sich aus den 63 Steinerschen Gruppen bilden lassen, giebt es 63.15 Paare | 
syzygetischer Gruppen und 63.16 Paare azygetischer Gruppen (Steiner ]. ce. V.) 
Kine Steinersche Gruppe enthält zwölf Doppeltangenten, welche in sechs 
Paare conjugirter Geraden zerfallen. Zwei syzygetische Gruppen haben 
vier (serade gemeinsam, z.B. die durch [0123] und [0145] charakterisirten 
Gruppen die vier Doppeltangenten 
(14.) Ay, Ar, Ay, Aarz 

von denen je drei syzygetisch sind, und von denen je zwei in einer der 
beiden Gruppen oder in der Gruppe [2345] conjugirt sind. Zwei azygetische 
(sruppen aber haben sechs Gerade gemeinsam, z.B. die durch [0126] und 
(0127| eharakterisirten Gruppen die Doppeltangenten 

(15.) 62, Gus Gy Gar Ay; yes 
von denen je drei azygetisch sind, und von denen nieht zwei in einer 
der beiden Gruppen eonjugirt sind, und deren keine der Gruppe [67 


angehört. 


SD. 
Die Wurzelfunetionen. 
Liegt der Punkt x auf der Curve F(x)=0, so kann man, wie ich 
I). $S gezeigt habe, die Vorzeichen der Wurzeln 
(#:) YzX,; (a, $=0,1,...7) 
so wählen, dass ihr System alternirend und vom Range 2 wird. Im Fol- 
oenden ist unter Yabe... immer das Produet YaYbYe... zu verstehen. Dann 


bestehen die Gleichungen 


I 


| 2. LT zu 2 } U ,3> | T,3%,9 +) Loy Cr} Tu 5, Er V, 


\ 


N 


aus denen ich ]. e. die weiteren Relationen 
(3.) far 5 1 N 4 [aira } Er Cat Frras } T,, Cr = UV 
abgeleitet habe. 


Aus den Formeln (8.) $4 und (13.) $2 folgt die Gleichung 


fc Li = fü2a5 fu267 (finas 0267 + fonssfiner) LıXoz 
+ foiss fois; (forssfinor + 1245 fun67) Tun Kzı 
" fürs fuisr foass fo26r Ti Ti 
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Nach Formel (2.) ist aber 


Dr Cat InFlzı -Inkn = 4 2 2 23 kı 
und mithin 


(4.) [5% oa Veulaon nt File) Lu Ta). 


.. ® /p ® » . r . 
Demnach lässt sich Yf durch die oben definirten Wurzeln rational aus- 
drücken. Setzt man 


fr / FR 2: » 
(5.) } f} LisF6r foi4s fie; ] Indiz 7 fü2a5 fursr ) LT, 
so behaupte ich, ist auch allgemein 


(6) YfYaaa = Sapnılaı VEar East lapnalarım VEaslys- 
Dass z.B. die rechte Seite der Gleichung (5.) ungeändert bleibt, wenn man 
2 mit 3 vertauscht, folgt aus den Gleichungen (13.) $2 und (2.). Ver- 
tauscht man ferner in der Gleichung (5.) 5 mit 6 oder 5 mit 7, und geht 
dabei die linke Seite in ETfVYaya,, oder E'YfYx,x, über, so können € 
und €’ nach Formel (4.) nur gleich +1 sein. Addirt man aber die drei 
so erhaltenen Gleichungen, so findet man nach Formel (7.) $3 


VE: T € V 6%; r e] Its = UV. 
Nach Gleichung (3.) muss daher 
g' g' i | 
> \ 


sein. Endlich ist nach Gleichung (3. 


% 


(sw 230534 fa V era t fu ro = V, 
/ 
fisau I 30537 fu; } ae fıs34 zur = UV. 


Eliminirt man daraus Vr,,, so erhält man 


/ / 
} Tsz (fps fısss } Lo Lu fısw [2534 } CC) 
E Yes (Fass fıs24 Vrarıo —fıs 13 fa Va ‚) = 0. 


Mit Hülfe dieser Beziehung zeigt man leicht, dass das Vorzeichen von Yf 
in der Gleichung (5.) auch ungeändert bleibt, wenn man 3 mit 4 vertauscht. 

In Folge der Relationen (3.) kann man, wie ich D. $8S (13.) gezeigt 
habe, eine Ebene «# so bestimmen, dass 


(1) Ver. 2, u, 6): 


wird. Wegen der Gleichungen (2.) kann man 16 Grössen 9,9 (A=V,1,...7) 
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finden, welche den Bedingungen 


(8.) Yo. > P:I: Pa 





genügen. Dann ist 


2. %.;5 = PaQ5— 2PaQe15P3t gap; 
und mithin 
2 2 2 < 2 
2 Dep Dr Pa Perla Ka | -2GPe Pr 
Kar Ip ri Pi I 24 Pr) 
U, Myp  Kyyı P; P,I: 9 I; — 24, pP, Pr 
Der erste Factor ist gleich 
—(Ps9;—P,9)(P-4a—PaI;,)(PaQs—P34u)- 
Also ist 


7 


» BE 
(9.) Ps 2%: Il = Vo, Eat = Maps 
pP; PP, 9 
und folglich ist 


! ! ! 
aß, 9y 
(10.) v( # = 2V2,,0%,00opg,®, 


aßy 


S6. 
Die 56 FHesseschen Anordnungen der 23 Doppeltangenten. 
Schreibt man die Gleichung (8.) $3 in der Form 


2 fx6; 3 fi67af3675 
1) u ee 
fusrı fusr2 f0673 1 0672 


und bedient man sich der Abkürzung (2.) $4, so zeigt sie, dass 


or r „ Zur(A@;, As, Az, u)(Qa;, As, Ar, © 
(2.) : (Ay, Ag, dr, &) (dv, Ay, Qr,%) = Eh nt fi X Leit.” 
067 / 0674 


ist für @=a, e=a, und ebenso für a=a,, v=a,, wo z und 4 irgend 


zwei verschiedene der Indices von 1 bis 7 bedeuten. Folglich ist diese 
Gleichung identisch erfüllt. Setzt man «=v=a,, so erhält man 
fs: fos67 wu 4 5673 Tu) 
IE. u 
IT Tora A fuer: 
L 
und allgemein 
(3 N [fasys 2.N 2 [81 Tal 
7 Ilf.,ö3 »h furö1 x 
/. 


wo 4 die vier von «, ?, y, 0 verschiedenen Indices durchläuft. 
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Ich theile nun die acht Indices in zwei Gruppen von je vier, näm- 
lich 0123 und 4567, und setze zur Abkürzung 
K un. f ulı23> fi Pa Il; fun: BE u Il; jus2; Is u Il; fo; 


(4.) 3 3f 3f w. 
7: u I; 56743 Is I fan ls — Il, fisı; E — Il fısoa; 


so dass 
a en uslisce 
@.) hhkhb = floor 
ist. Die Gleichung (6.) $3 oder 
» foı23 fir 202 73 , 73 Tı2 
(6.) -- = <—4+ -< 
f} fo23; fos13 fuı2; 
multiplicire man mit /3,%., und summire nach A von 4 bis 7. Dann er- 
hält man 
2 < fı%31 Tu) Yon | < fiba, Ya\, IS fir3, yo; ) x fs, Yo, 
u Er — Iy\- Hay( JtIn\- ). 


fi :P fo233 ha fosı3 


Nach Formel (3.) ist aber 


fv233 


< fs. yo u f fy 
fon u Ka 
und folglich ist 


(7.) fz23Y23 L Fasıysı f [a2 yı. BY [1232 20 yon wi 
fi f: f; fl fi 
In derselben Weise findet man die Gleichung 
(8.) „3 Sa Ya E [ zur yor u [a Yy1; 4; [ 26 yso 0. 
j fi I; | fö | f} 


Multiplieirt man aber die Gleichung (6.) mit /5,Y., und summirt nach A 
von 4 bis 7, so erhält man 


m. Eu. a ’ >. 
» < fra, 023) Tor Yı, N </ k R < fa; Yır ' < In3ıY13 
/uıs3= ==. Is (ZfursaYıa) rt \- TrInl- 


fi fosı2 foı2; 
und folglich nach (1.) $3 und (3.) 


(9 ) fa3ı yos fzı2 yo I y7 IRERY 123) 2011} 2 
f2 [E | fi " 
Ebenso findet man 


(10.) > Bon Fisra Car Ysı fe7Y4 L fz55Y64 
r ET f | fü | f 


Aus zwei Gleichungssystemen von der Form 


7 


T Pan Pe CA; U = P: C, U, 
r 


0. 
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folgt bekanntlich 


u; 


Solehe zwei transponirte Systeme sind die folgenden: 


fia3; 7, 3 , %pzı Tı2 - 
u R . = — _ 4 — (A==5, 6, 7), 
fs fi fo231 fosıa ” fo123 
fs67. YU4r Y6r , % Y56 
— [4567 - = — - -H (x=1, 2,3), 
fi u. fi. f467 fa75x r 450% 
Denn es ist 
fs = fur fs = fur U. 8 W. 


Mithin folgt aus ihnen 


2 2 2 
fseri T3Yya | [5672 TzıYya 5 f:673 7124/43 
» a ae era = ui 

1 fi f: f; 
1.) 2 2 2 

h fı235 75 467 fı236.206 %75 fı237 207 Y56 

BGE... ME ER en. 0 
| fs | fü f- 





Setzt man also, falls «, 9, y, Öd die Zahlen 0, 1, 2, 3 und #, 4, u, v die 
Zahlen 4, 5, 6, 7 in irgend einer Reihenfolge sind, 





2" En fx, a fo, 
u ee ) ET 
19 Yfafs Vf 
\ 2.) 152 (22 
gi’ 2 Y f [8,5% Ca wi: ] Fate ii 
de a PR Be /p » r) 
} fa f; } f. f. 
so bestehen die identischen Gleichungen 
(18). Bein > Re 
A 


Da ich nun oben alle Beziehungen zwischen den Doppeltangenten einzig 
und allein aus den Gleichungen (2.) $ 2 abgeleitet habe, so folgt aus diesen 
Identitäten, dass zwischen den Funetionen x/,; dieselben Relationen bestehen 
wie zwischen den Funetionen x,; Zu dem Gleichungssystem (2.) $ 2 habe 
ich oben noch die Bedingung (8.) $ 2 hinzugefügt. Damit für das Glei- 
chungssystem (13.) die analoge Bedingung erfüllt sei, müssen die neun in 
den Formeln (12.) auftretenden Quadratwurzeln so gewählt werden, dass z. B. 


‚0123 ‚4567 
bi... " arte 


wird. Setzt man 2, =2,=0, so redueirt sich diese Gleiehung auf 


Vıfsff (en Er CC) = Yhfı kl (Cs Cr Ca %:6 » 


Aus der Gleichung 


Mithin ist 


Die Anordnung (3.) $ 
Colonnen will ich durch das (willkürlich 
Um daraus die neue Anordnung 
(15.) 

herzuleiten, habe ich die acht Indices in zwei Gruppen von je vier 
0123 und 4567. 


charakterisiren, welches ich mit [44567] als gleichbedeutend betrachte. 


mit welchen 


ursprünglichen, 





0125 
0145 


erhält man aber, falls x, = 2, = ist, 


LpX3 Ta Tı2 


Yıhhh = Yhblf 


der 28 Doppeltangenten in acht Zeilen und acht 


die Funetionen «,- 
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‚(4561 


‘0145 


LP, Ly Ts 


14 


gewählte) Symbol [%] charakteri- 


! 


1,3 


ähnlicher Weise entspricht jedem Symbol [kapyd] = |kzAur) 


. 506) angegeben sind. 


multiplieirt werden müssen, damit sie 
der neuen Anordnung genau denselben Gleichungen genügen, wie in der 
Sieht man von diesen Factoren ab, so lässt sich die Regel, 
nach der aus einer Hesseschen Anordnung die übrigen ab 
auf folgende einfache Form bringen: Man nehme irgend eine Steinersche 
Gruppe und vertausche je zwei Doppeltangenten mit einander, welche con- 
Jugirte Gerade in dieser Gruppe sind, lasse aber die übrigen 16 Doppel- 
tangenten unverändert stehen. 
man aus der Anordnung [%] die Anordnung [30123]. 
(ruppe [O1], so werden in der Anordnung [%] nur die beiden ersten Zeilen 
mit einander vertauscht und die beiden ersten Colonnen. 
bleibt also im Wesentlichen ungeändert. 


Nimmt man die Gruppe [0123], so erhält 


Von den sieben Doppeltangenten, welche in irgend einer Reihe einer 
Hesseschen Anordnung stehen, sind je drei azygetisch. Solche sieben Doppel- 
tangenten will ich ein Aronholdsches System nennen. 
eonstruiren, nehme man zwei beliebige Doppeltangenten #, und £, und wähle 


retheilt, 
Daher will ich diese Anordnung dureh das Symbol [0123| 


eine bestimmte 
Anordnung der 28 Doppeltangenten in acht Zeilen und acht Colonnen. Zu- 
sammen mit der ursprünglichen sind dies 36 Anordnungen, die auch schon 
von Hesse (dieses Journal, Bd. 49, 





Was ich hier 


zu seinen Entwicklungen hinzugefügt habe, sind die eonstanten Factoren, 


eleitet werden. 


Nimmt man aber die 


Diese Anordnung 


Um ein solches zu 
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dann iür #, irgend eine der 16, welche mit £, und £, azygetisch sind, für 
t, irgend eine der zehn, welche mit je zwei der Geraden #,, t,, t, azygetisch 
sind, für #, irgend eine der sechs, welche mit je zwei der Geraden #, £.. 
t,, t, azygetisch sind. Dann giebt es (vgl. $ 10) eine ganz bestimmte 
Doppeltangente #, welche mit 4, ... £, zusammen einen Kegelschnitt be- 
rührt. Diese ist mit je zwei dieser fünf Geraden azygetisch, darf aber nicht 
für Z; genommen werden, weil es sonst nicht möglich wäre, t, den geforder- 
ten Bedingungen gemäss zu wählen. Ausser dieser Geraden £ giebt es 
noch zwei andere 4, und f#,, welche mit je zwei der Geraden £, ... 1. 
azygetisch sind. Diese bilden mit ihnen zusammen ein Aronholdsches 
System *). 
Die Anzahl dieser Systeme ist mithin 
28.27.16.10.6.2. N 
12.5.4561 = 28. 

Jedes derselben bestimmt sieben andere, welche mit ihm zusammen eine 
Hesseseche Anordnung bilden, vollständig, und mithin ist die Anzahl der 
möglichen Hesseschen Anordnungen 288:8= 36. Ausser den oben ent- 


wickelten Anordnungen giebt es also keine weiteren. 


Ne 
Das Verhalten der Invarianten, Covarianten und Wurzelfunetionen beim Uebergang von einer Hesseschen 
Anordnung zu einer anderen. 


Seien fi, /, m, @,;> @u;,: die Grössen, welche aus den linearen 
Funetionen x; in derselben Weise abgeleitet sind, wie die Grössen f,;.»- 
f. m, G,;. @,;,; aus den Functionen &,. Dann ist 


0123 .. 
! 2 v 
(5123) = finF@), 


*) Alle Eigenschaften eines beliebigen Systems von Doppeltangenten sind bestimmt. 
sobald man von je drei derselben angeben kann, ob sie syzygetisch oder azygetisch sind. 
und ausserdem von je sechs (resp. acht) derselben, ob ihre Berührungspunkte auf einer 
Curve dritter (resp. vierter) Ordnung liegen oder nicht (vgl. dieses Journal, Bd. 59, S. 187). 
Es ist wohl bemerkenswerth, dass Steiner gerade diese wesentlichen Eigenschaften der 
Doppeltangenten in seiner grundlegenden Arbeit behandelt hat. Zu dieser Arbeit möchte 
ich bei dieser Gelegenheit noch die Bemerkung hinzufügen, dass immer, wenn durch die 
Berührungspunkte von zehn verschiedenen Doppeltangenten eine Curve fünfter Ordnung 
oeht, die Berührungspunkte von sechs unter ihnen auf einer Curve dritter und die der 
beiden anderen auf einem Kegelschnitt liegen müssen, und dass allgemeiner, wenn dureh 
die Berührungspunkte von 2» Doppeltangenten eine Curve xter Ordnung geht, auch eine 
solche Curve »ter Ordnung durch sie gelegt werden kann, die in lauter Curven zweiter. 
dritter und vierter Ordnung zerfällt. 
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und mithin 
Iuhfals 
Die Grössen /,;,; waren nur bis auf einen allen gemeinsamen Factor genau 
definirt. Bedeutet aber F dieselbe Funetion wie bisher, so sind die Grössen 
f,;,; bis auf ein allen gemeinsames Vorzeichen genau definirt, das willkür- 
lich gewählt werden kann. Ich setze nun 
1). Fam = ——fn 

Ylofıfels 
Die Funetionaldeterminante [x,;, &,,; X,.] bezeichne ich mit [z4, ur, 00) 
Dann ist nach Formel (9.) $ 3 


m fu. = [01, 02, 03) = — _— [23, 31, 12] = — us 
| WihhhRh Ylufıfefs 
und folglich 
(2 m m 


Ferner ist 


m’ fyı2 zus 101, 02. 04] a E- FR [32. 31. (4 u a I 
foYlohıfals Yfofıfefoıes 
und daher 
DE i Yfıh 
2) fan = — MR 
Yfofıfefoin2s 


Sodann ist 


m’ fo; = [01, 04, 05] = 4 Un [23, 04, 05] 
fo} Iofılafs 


und mithin 


4) Funas Vrayıpupy Fraslinsafinssfiasafrzs 
Endlieh ist 
w IT fi, = [12, 20, 01] = __f80, 31, 32]. 


und folglich 

a 3 7 N 
Die Function @/,;, ist die Funetionaldeterminante der drei Funetionen r),.x‘;. 
Dipl, 2a, und kann sich daher von @,,,, nur um einen eonstanten Factor 
unterscheiden. Ebenso ist, von einem eonstanten Factor abgesehen. 


v Y v Y v’ Y u Y v , 
(124 wi G;,, Gr; - Guys; io > Gans (G;; Bu (7,5, (Gr; — Gr124 
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Ich will nun die eonstanten Factoren berechnen, um welche sich die Func- 
tionen @, von den Funetionen @, unterscheiden. Nach Formel (12.) $4 ist 


„ 


@' a Eu a ee ' ' F #3 6 Zu 
Jo @vı3 = 3a Ca Prost Dog Co Cart For en Kı2 


# 


hfıfefs (fox Tun Zutf: LK Xıt fi Cyy Cr Ca 3 Tau, X) . 


also nach Formel (13.) $ 4 


( N Gl123 Go123 
(Be 
foı23 fuı23 
Kbenso ist 
) @ BE ie „ie ' ' ' ' ' ui‘ BR ER 
Joa @2 = I lnKı2t Cl t Fr Fralrt Co loı Cr 
und 
. s s [7 Y » > N [) s » . [ 
IT sa12 [3220/3401 Gy = u Co Ca 32 + Fa320 faacı [125 Faı26 /3127 Co Car Car 


+ Faa01 Fası2 Fsaus Fa; Fan Can Esı aa + Fası2 Paar Faoıs Favısfwır Ln ln Tr. 
und folglich (vgl. $ 8, (6.)). 


Y G5673 v 
— (14, a = (1,5. 
Vertauscht man in dieser Herleitung die beiden Systeme x,; und x,;, 80 
ergiebt sich 


I 
7124 


fa 


le 


.) 


’ Gu124 ' G@5673 
8.) = _ I = <—— 
( N er foı24 i ” 15673 
Stellt man nach Formel (12.) $ 4 die Ausdrücke für @,, und @,., auf und 
setzt in denselben x. = x; = 0, so erhält man 
Glass z Go145 


( — k 
fl145 fo145 
Aus der Gleichung ©.) $ 4 findet man die beiden Formeln 


(10.) G\. — Gun, G;; — (15. 


) - 


die erste, indem man #%, 4=0, 1 und «a, Pf, y=5, 6, 7 setzt, die zweite, 
indem man %, 4=4, 5 und oe, Pf, y=0, 1, 2 setzt. 


Endlich will ich auch noch die Wurzelfunetionen Vr/,; dureh die 


4 


Funetionen VYx,; ausdrücken. Dabei will ich, falls Ya definirt ist, unter Ya 


4 
immer eine der beiden Quadratwurzeln aus Ya verstehen und unter Yab 


+ 4 


das Produet YaYb. Die Grösse Yf nehme ich in den Formeln (12.) $6 
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mit demselben Vorzeichen, wie in der Gleiehung (6.) $5. Setzt man dann 





Vx); u N To X; er ] A Zur | 
Vfaf; Vfef: 
4 u 
(11.) Yx', 2 | LER T ur He ] a u V Dax 
127 v7 
4 N 
Yx\, ne ee Ve, — Yllim E27 ” LE y} C, 
Hefe Vf21 
wo oe, P, 7, Ö eine eigentliche Permutation der Zahlen 0, 1, 2, 3 und 


z, 4, u, v eine solche der Zahlen 4, 5, 6, 7 ist, so überzeugt man sich 
leicht, dass die Relationen 


EAPE | ] P,,T, + ] T,35%;z — ({) 


sämmtlich erfüllt sind. Unterwirft man ferner die in die obigen Formeln 
eingehenden vierten Wurzeln der Bedingung 


4 4 
(12) Yhhhkhk = Vhkllr: 
so ergiebt sich durch Uebertragung der Gleichung (5.) $5 auf die neue 
Anordnung die Relation 


as) If- er Vf 


telationen zwischen den 63 Covarianten G.. 
Ist e,„=1 und e,;=(®, falls 5 von « verschieden ist, und ist r eine 
unbestimmte Grösse, so ist der Gleichung (12.) $4 zufolge 2/,;,5@,;,; der 
Coeffiecient von r in der Determinante vierten Grades 


IT -re 





x“ z/ 
Setzt man 
TD, rr e - N .ı5 IL. re, = T,ı> 


so folgt aus der Formel (12.) $2 die Relation 
Sr, tr, = re. 
: Ä 
Daher ist das System der Elemente —r,;r”” das reciproke des Systems r,;, 


und mithin ist jede Determinante fünften Grades aus dem System r,; gleich 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 2. 2] 
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der eomplementären Determinante dritten Grades aus dem System r) 
multiplieirt mit —r’. 

Seien #, 4 veränderliche Indices, welche die vier festen Werthe 
a, ß, y, Ö DRS, und z, # veränderliche Indices, welche die vier 
festen Werthe «', 5’, y', 0’ durchlaufen. In der Determinante vierten Grades 


of%+ 


= aßyod 
sg \aßyoö 


bezeichne ich die dem Elemente r,, entsprechende Unterdeterminante mit 
R,,. Setzt man dann 


‚O,) a 
() ER 


x)’ 
so ist 
—r"S,. - R Fur” S& R.ra la („,a=a', #,y', dr) 
ut. 
und folglich nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten *) 


IRr,..+r'S,.| - ‚R, i 


2 








m.» 
Ak’ 


Nach Gleichung (9) $2 ist |R,|= RAR’ (für unbestimmte Werthe von x) 
nicht durch r theilbar. Lässt man also in der erhaltenen Gleichung die 
durch r’ theilbaren Glieder weg, und dividirt sie dann durch RAR’, so erkennt 
man, dass 





| . 2 
rl | Ir| 
durch r’ theilbar is. Nun fängt aber die Entwicklung von |r,,;| nach 








Potenzen von r mit f,,5f+2f,,,5@,;,5r an und die von |r,;| mit Fapyafagy a F» 
Mithin ist der Coefßicient von r' in dieser Determinante 


a'B'z'ö'\ 
(1.) Ir Er 4 . Ö / )]. . Fi ERRL/ FR Hy’ö (z)+f fr Bytdt Gr, 338). 


Sind z.B. «', P', y', d' die vier von «, , y, 0 verschiedenen Indices, die 
ich mit 2, 4, «, v bezeichnen will, so sind die Grössen e,;, sämmtlich Null, 
und mithin ist die Determinante (1.) von r unabhängig. Folglieh ist 


oO 
Vasys G, ur + ' AAO (3,5 m 0 


”") Die obiee im Folgenden noch mehrfach benutzte Methode für die Untersuchung 
der Relationen zwischen den Unterdeterminanten eines Systems von Elementen verdankt 
man Herrn Kronecker (dieses Journal Bd. 72, S. 152 und Bd. 99, S. 340). Der Deter- 
minantensatz, auf den sich die Untersuchungen von Hesse gründen (dieses Journal Bd. 49 

( I« 4 h h 4 I9Iec g aen dleses JoOUrNAa (il. es 
S.251) ist ein ganz specieller Fall der Entwicklungen des Herrn Kronecker. 
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oder 
wo & dieselbe Bedeutung hat, wie in Gleichung (11.) $2. 
Zwischen den Subdeterminanten eines symmetrischen Systems r,; 
besteht nach Herrn Kronecker (Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1882, S. 821) 
die identische Gleichung 
v(oPr®) , „(eArk), „("Pre) | „(Pr )- REN: 0 
\luvo’ '  \uvox voxl4 oxhu \zAuv 
Ist @Py'zAurg eine eigentliche Permutation der Indices 0, 1,... 7, 


| aßyz\ 


in der Determinante r( 
I,u vo’ 


Fass Wagee 1 Fopıa Witze . fa'ß'; a? Jyı ug f 5 yM® 
Aus jener Identität ergiebt sich folglich die Relation 


(8.) <= [us Gyr (2) 22 <f Ar ( . (€). 


U 3 
.ü ‘ 
FA 


so ist der Coefficient von r eleich 


Sind @, 9, y. «, #, y sechs verschiedene Indices, so ist diese Gleichung 


eine Folge der Gleichung (2.); sind nur fünf dieser Indiees verschieden, so 
ist sie eine lineare Relation zwischen gewissen sechs der Funetionen @, ;..,. 
+) 


Durchläuft » die Indices «, %, y und v die Indices «, P', y', und 


ist in der Determinante dritten Grades 
a' I ! 
R=r("7?) 
die dem Elemente r,,. entsprechende Unterdeterminante gleich R,,., so ist 
a 
r( = Rr,— ER,rur, 
a By ) Ib ._ v r,; 1. 
und mithin nach Formel (1.) 


Y % . 
Naprı Gar + [ds G 3; Ps (R Pr <= R,,ı yalı gr 


Nun folgt aber aus der Gleichung (12.) $ 2 


Surf = Ar, rer. 
/. 


Mit Berücksichtigung der Relation (3.) ergiebt sich daher 
BF fun @uzrn = [BRr—2r ER,,r,,)., 
also weil 


<SR,r, = R 


v 


ist, 
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y Y a 
7 lasyı Gr ER [R]; 


oder 
6 $ ’ 
(4.) 19 = fa; IyA G, Fr Y (E). 
5 yo 
Entwickelt man mittelst dieser Formel die Determinante «|. 5) 
97 
nach den Elementen der ersten Zeile, so erhält man 
r r Y Y 
[as73 “sy FF u; Lu. (2 (15,5f1, 3'575.) ur T,3 (= G73,0fia'r'%) 
ur (FE 
+a ar P = G,; Arölra 5 )— 7) = G, 3,5 fr0 8) 
also, weil nach Formel (1.) EB 
fi; 38 Kan un PR 2 PR, fies Bar fra’ Bas‘ - AIELD 
ist, 
pt " Y 
(9.) - La G, ays(E) = f Pr SF (z), 
wo «a nicht von ?, y, d verschieden zu sein braucht. 
Endlieh will ieh noch zeigen, dass 
- a' g'y' 
SEN vw fv 2 Y R a r 
6.) 3 Gl) Aral) = Fler) [r( )] ; 
1 aßy’ 
ist. Zu dem Zwecke setze ich, indem ich «e, 5, y, @', P', y' als feste, z, 
als veränderliche Indices betrachte, 
a fV Y F x Pr # 
- G,371 Gay —F E x ß y )] E12: ff 
Nun ist 
0. .._ ll 
und 
any Y u 
Zr. = [us P; 
und folglich ist 
* 7 x ß y' 1 
32../.= F 3f1@r ‚—Fz(, 5 —(. 
x I 


Fir z=? oder » verschwindet V 
I i z 


identisch. BES nun, es sei 
bereits bewiesen, dass V, = 0 ist, falls x keinem der Indices «', 5’, y' gleich 
ist, so redueirt sich die obige Gleichung auf 


Eu Vater Varta, V, = 0, 


d 


und da diese Gleichung für jeden Werth von « besteht, so ist auch 
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Gilt also die Gleichung (6.) immer, falls unter den sechs Indices «, 9, y, @,P',y' 


senau g verschieden sind, so gilt sie auch, falls unter ihnen nur o—1 ver- 
schieden sind. Nun ist aber, wenn jene sechs Indices alle verschieden 
und «, v die beiden noch übrigen Indices sind, 


G ru = +G, 


und Go = +@%sr 


[7 fr V j 


und folglich 


0.37 [4 0. 2} / I 


Damit ist die Gleichung (6.) allgemein dargethan, z. B. ist 


2; (712; (X) (Ka; (X) — F(*) (20 <c= Lı4T) ,) 2) 
I 

(T.) SG (®) G1.(2) = - Fe) 2205 + 22213), 
33 G1(E) — — (x (20 E- L\n T ia). 
h 





Jede der aufgestellten Formeln lässt sich mit Hülfe der in $6 und 
$ 7 entwickelten Uebertragungsmethode auf viele verschiedene Gestalten 
bringen. Aus der grossen Zahl von Formeln, die sich so ergeben, hebe 
ich nur die folgenden hervor: 

Nach Formel (3.) ist 


= (fo O0 far ia) = 0, 
also 
n < fun (Ga — fo34; G == 0 
und ebenso allgemein 
8) llama Raslarrn = 0. 


Daher verschwindet der Ausdruck 

<= (fa Euzm)(U, ©, Q,, G,) 

h is : ER: e ’ 5 . 
für u=a;,0=a,, falls 5, y’ irgend zwei der sechs von /, 7 verschiedenen 
Indices sind, und folglich verschwindet er identisch. Somit gilt die Gleichung 
(8.) ohne jede Einschränkung, und mithin ist nach Formel (4.) 


(9.) T Mache r m Ss A Iyh [ass (,; Long Ss f\ n 


E & A 
Setzt man also 
(10) ZGu@)yun = 2Lı(e, Y), 
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so hat die quadratische Funetion Z, der Variabeln y nach Formel (9.) 
$5 für „= Yo; >= 0 den Werth 


033 


3m foaa Or = My Cost 


und daher ist Z, bis auf einen constanten Factor mit der Funetion identisch, 
welche ich D. $2 (9.) mit Z bezeichnet habe. Ist also z ein gegebener 
Punkt, so ist Z,(z,y)=0 die Gleichung der beiden Geraden, welche sich 
in x schneiden und zusammen mit den sieben Geraden a,,, ... a,; die neun 
gemeinsamen Tangenten zweier Öurven dritter Klasse bilden. Ist aber y 
ein gegebener Punkt, so sind Z,(z,y)=0 (a=0,1,...7) die Gleichungen 
der acht Berührungseurven dritter Ordnung der Curve F=0 von der 
Charakteristik [%#], welche in y einen gewöhnlichen Doppelpunkt haben. 
(Vgl. D. 8.281, Anm. II.) 
Nach Formel (5.) ist 
fü; F em = an, 
also 
— fs f = 0, Grm 
und allgemein 


(1 1.) — fBr8 F(x) Bun < Lu G,; (z)f 3,8. 
Folglich ist auch 


| 


(12) —3z,F(2) = 32,6,.(2)%, 


und daher, wenn man 2,=2;=2,=( setzt: 
(13.) = fu; Eur) 2 0, 


Die Gleichung (11.) gilt also auch, wenn « einem der Indices /, y, d 
gleich ist. 


Die 5040 Systeme von sechs Doppeltangenten, deren Berührungspunkte auf einer Curve dritter Ordnung 
liegen, und die ein Pascalsches Sechseck bilden. 


i 3 : 
Ist in der Determinante X=x(” %’) die dem Elemente x,, ent- 
aßy 


. . & 2 
sprechende Unterdeterminante gleich X,,, und setzt man Fyr = a( Ar > 
Ih) a By Ad 


so Ist 


Fr nn Ar SZ Aut 








Giebt man jedem der beiden Indices z', 


daraus 


As. —F,r| 


Nun ist aber F,y = far fu;,, F, und 
a FT | 

' AFUE, Ära a’ 

[asrs' AÄrz, 


Fator‘ Ar, 


Ar, —F,| — 
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)' ' 


die Werthe «', 9’, y', so folgt 
X 
mithin ist 


lass F 
AÄr,z 


©. } 7 


AÄryz 


5A 


ÄrX,z 








wo 
| 0 Vapya' [as; j N asyr 
Fasrs Lzu 0 LT; 
Faßrr ya U, V 
oder 
(1.) S(x) Nr, ia Up, 7 Vfaßrs L, Yfas „X 
ist. Da nun |z,,| = 2r,,0,,®,; und |X,,| = X° ist, so ergiebt sich die Relation 
| a 2 A ei 
(2.) E eh e y — 42,0, EapKr %r a tar = Flx)S(e). 
\ P Y ‚r4 V | f / . ‚ 
Wegen der Symmetrie dieser Gleichung ist auch 
(3.) S(z) NVfvsyalr + Vfasyg at far, € 
Itd=o,f=Pß,y=0, so ist S=f,;,,@,;, und es ist die Gleichung (2.) 
mit der Formel | 4) $ 2 FRE 
Ist nur y 7, so erhält man 
(4 “Yy ih BE | F( \/pf n » N 
(4.) ui 3) Der Cap (2) far Saprölua) 
Aus den Formeln (9.) und (10.) $ 3 ergiebt sich 
rn ; furöafzrös as —Szapr fxa )T, N 
(8.) [nayö Era” u 7 3,9 Ca Vrdap&xr — Ferap%xd _. ä f 
Ueberträgt man diese Formeln auf andere Hessesche Anordnungen. so er- 
en) o ) 


kennt man, dass nicht nur die drei Punkte 


(6.) 


auf einer Geraden YS = 0 liegen, 


(4) 


(a,, 9 A,; ’ 


(a;,,Q,;), 


(@,,, 0,3), (Gas, A,5) 


sondern auch die drei Punkte 


f y ' f . 
(G,a'5 Gr )) (Bass Gga') 
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| die drei Punkte 


) 
(8.) (Ayus d,;); (G;,; ajs), (d,;; 179 . 
Die 12 Berührungspunkte von sechs solchen Doppeltangenten liegen nach 


ul 


_— 


(4.) auf einer Curve dritten Grades. Solche drei Paare von Doppeltangenten 
sind dadurch charakterisirt, dass je drei Geraden aus drei verschiedenen 
Paaren syzygetisch, je drei Geraden aus zwei Paaren aber azygetisch sind *). 
Um solehe sechs Geraden zu bestimmen, wähle man beliebige vier Doppel- 
tangenten, von denen je vier azygetisch sind, was auf 

28.27.16.10 _ „ng 


Arten möglich ist, und theile sie in zwei Paare, was auf drei Arten geht. 
Schneidet sich das erste Paar in A und das andere in D, so geht die Ge- 
rade AB dureh den Schnittpunkt C eines ganz bestimmten dritten Paares. 
So erhält man jede Gerade ABC drei Mal (BC=CA= AB), und mithin 
ist die Anzahl dieser Geraden 5040. Die Anzahl der Geraden von den 
Formen (6.), (7.) und (8.) ist 

8s40-+-1680-+2520 = 5040. 


$ 10. 
Die 1008 Systeme von sechs Doppeltangenten, deren Berührungspunkte auf einer Curve dritter Ordnung 
liegen, und die ein Brianchonsches Sechsseit bilden. 
Sind in der Formel (2.) $9 die sechs Indices verschieden, so ist 
S=0 den Gleichungen (1.) und (3.) $ 9 zufolge die Gleichung eines Kegel- 
schnitts, welcher die sechs Doppeltangenten 
(1.) Op: Gas Gap Gy Ara ap 
berührt. Durch fünf derselben ist die sechste vollständig bestimmt. Für 
jene fünf aber können fünf beliebige Doppeltangenten genommen werden, 
von denen je drei azygetisch sind. Folglich ist die Anzahl dieser Sy- 
steme **) „leich 
28.27.16.10.6.1 1008 
‘ pr [2 — PA . 
1.2.3.4.5.6 

*) Umgekehrt sind in einer Steinerschen Gruppe je drei Geraden aus drei ver- 
schiedenen Paaren azygetisch, je drei Geraden aus zwei Paaren aber syzygetisch. 

“*) Dass die Anzahl aller eigentlichen Curven dritter Ordnung, welche durch die 
Berührungspunkte von sechs Doppeltangenten gehen, gleich 6048 ist, hat Steiner ge- 
[unden. Hesse aber hat (dieses Journal, Bd. 55, S. 83) die wichtige Bemerkung gemacht, 
dass diese Curven in zwei wesentlich verschiedene Systeme von 5040 und 1008 Curven 
zerfallen. 
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! 


Sei a, P, 7, «, P, y, %, 4 eine eigentliche Permutation der acht Indices 
0, 1, ... 7. Da die sechs Geraden (1.) diejenigen sechs Doppeltangenten 
sind, welche die beiden Steinerschen Gruppen [@Pyz] und [u $y}| gemein- 


sam haben, so setze ich in diesem Falle S=S,,,, „si = Suz,,.5,, und 
3 ! ! 
” a ß Y Y Y 
(2.) x(° By u 2 FF Yyd a (G, IyA,u Jyx 
Dann ist 
5 > i ‚ a N/ NG Roy 
(3.) N uAyx, aßyı (z)—4x,,%,, „Tu, 7% 5 T, alas‘ u; (A )S, Iyn,aßyı\ 7 )- 


Ebenso ist, wie ich unten noch näher nie werde, allgemein, wenn 
[al und [b] zwei azygetische TE sind, 


(#.) M — AII(: C, = FS,, . 


wo z,, die sechs TERN UNRIDEN durchläuft, welche den beiden durch [a] 


und [b] ceharakterisirten Gruppen gemeinsam sind. 
Nun ist aber nach Formel (4.) $ 8 


(23, Br 77T = fan aa t far Gas 
also 
5.) Gasmapı = Saarı Gas Saar Aasrı- 
Diese Formel enthält folgenden LE Satz: 

Die sechs Doppeltangenten einer Curve vierten Grades, welche zwei 
azygetische Steinersche Gruppen gemeinsam haben, berühren einen Kegelschnitt. 
Ihre 18 Berührungspunkte mit der Curve vierten Grades und dem Kegelschnitt 
liegen auf einer Curve dritten Grades. Dieselbe geht auch durch die neun 
Schnittpunkte der beiden Jacobischen Curven dritten Grades, welche zu den 
beiden Steinerschen Gruppen gehören. 

Den 63.16 = 1008 Paaren von zwei azygetischen Steinerschen Gruppen 
entsprechen ebenso viele Curven dritten Grades @,,=0. Jede der 1008 
Covarianten @,, lässt sich aus zwei bestimmten der 63 Covarianten @ 
nämlich aus @, und @, linear zusammensetzen. 

Ich habe D. $ 10 eine andere Eigenschaft der Curven @, , entwickelt: 
Die sechs en (1.) lassen sich nicht durch eine siebente zu 
einem Aronholdschen System ergänzen. Lässt man aber irgend eine der- 
selben weg, z.B. a;,, so bilden die fünf übrigen zusammen mit a 


D 


„, und 
a,;, (und nur mit diesen beiden) ein Arorholdsches System. Bestimmt man 
nun alle Paare von Linien, welche gleichzeitig in Bezug auf den Kegel- 
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schnitt S,3,,..5,; = 0 harmonische Polaren sind, und zusammen mit den 
sieben Geraden 


(6.) A A An Az, 


| rs u Gr 
die neun gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter Klasse bilden, so 
ist der Ort der Scheitel dieser Linienpaare die Curve @,;,,.,,=0. Dabei 
ist es gleichgültig, welche der sechs Doppeltangenten (1.) weggelassen wird. 
Ist dies a;,, so bilden 
() Gays as Bas Ar, Aa Gy 

ein Aronholdsches System. Demnach ist @,;....3,,=0 auch der Ort der 
Scheitel der Linienpaare, welche zusammen mit den sieben Geraden (7.) 
die neun gemeinsamen Tangenten zweier Curven dritter Klasse bilden, und 
gleiehzeitig zusammen mit den sieben Geraden (6.) (wenigstens ein Theil 
dieses Ortes). Um zwei Systeme wie (6.) und (7.) zu construiren, kann 
man beliebig vier Doppeltangenten auswählen, von denen je drei azygetisch 
sind. Dieselben lassen sich dann stets auf zwei und nicht mehr Arten zu 
einem Arorholdschen Systeme ergänzen. 

Wendet man die Formeln (1.), (2.), (3.), $9 und (5.) auf die Deter- 





. N 045 er . r . 
minante «'( 19 an, so erhält man die Gleichung 
\ ueo 
8) (6 # S 
D.) (Gy— Gy) Br; f Lynn Enluter = F. 06, 07° 
Hier ist 
%o3 Tz} Tı2 
’») 0) > Dr) D) 
(9.) Ins Cı 031% Pan ine | —. I ı23a foas; (@ I G2) 
0235 %sı Josı5 Ts2 fuı2s Ts; 
und 
\ r / [) wi ; ’ ci ” re re Sr wyrr wu / [0 ” ’ - 2 
(10.) Su6.u7 = N Furas Fursa fonss Eur + V fürs Füsıa sısCn+t V fusas Forza forzs Cs) 
oder 





(11.) fıas4 fı2as Sus, 07 nur NY fo „ert Fam l da Re a ET 235 I AR A EN 
Ich habe D. $ 10, wo ich den Index 0 bevorzugt habe, S,.,.;, Kurz mit S;- 
und Go mit R,, bezeichnet. Dass diese Function mit @,«—@,, identisch 
ist, lässt sich auf dem dort eingeschlagenen Wege am einfachsten aus der 
Gleichung (10.) 58 erkennen. Wendet man jene Formeln aber auf die 

‚(56 

(1 


. N . ® ® 
Determinante & ei es an, so erhält man die Gleichung 


(12.) fChon: 300400123) 


f -— Ir, Ennstal = ve F.Su4 0123* 
1234 
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Hier ist 
> ’ 7 
fo235 Cıs fi236 Ce fo Dr 
| 2 . 2 f’ » Y ' r \ 
(13.) fis15 Cs fsı6 22 far | = Zum (foız3 Gut Gun, 
| Hier 
| fürs I; füı26 Cs foi27 37 
und 


(14.) [Su 0123 un N(Vfo2ss vcf nn + Vfisısfuisfsır Eua+t Vforzsforzsfo %in)- 
Die Anzahl der Systeme von sechs Doppeltangenten, wie sie in den 
Gleichungen (8.), (3.) und (12.) auftreten, ist 168-280 +560 = 1008. 


s 11. 
Relationen zwischen den Covarianten G@.„ und den Wurzelfunetionen. 
Ist F=0, so folgt aus der Gleichung (4.) $ 10 die Relation 
+2 Vz,=6,=6-6. 
Die hier auftretenden Vorzeichen findet man auf folgendem Wege. 
Nach Formel (10.) $5 und (4.) $8 ist 


u) Y < / 
ee ee ara 


) ae 


und folglich 
(2.) lapro Faprelapre @apre = 28 V2,,0,,0,4%; 1ER 


Au un“ 449 


wo e=+1 oder —1 ist, je nachdem «ßyzAugo eine eigentliche oder un- 
eigentliche Permutation der Indices 0, 1, ... 7 ist. 
Nach Formel (10.) $5 und (9.) $8 ist 


y Ä. 5 in u... 
(3.) <= fusrı [as yı Gr, —- % } Tayk,u I 


Folglich ist nach Formel (13.) $2 
for2s fisas (Rs — 07) + forzsfosss Fo — or) = 2 Va ni Ei 
Vertauscht man die Indices 2 und 3 und eliminirt dann @.—@,-. so 
erhält man mit Hülfe der Relationen (18.) $2, (7.) $3 und (6.) $5 
(4) Yfl@s—- a) = Var ln kn Eon Eos Kor 
Aus der Gleichung (12.) $ 10 folgt 
Vf (for @oa+ biz) = DE fosal Do Ein En las Car , 
woe=+1 ist. Vertauscht man 4 mit 5 und subtrahirt die neue Gleichung 
von der ursprünglichen, so erhält man nach Formel (4.) 


/ Re ! Pre “ f 2 f 
fi230 1 Colour t € fı23: } ILuTtyTrE fı235 VYasaz = UV. 
D)* 


-—— 
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Nach Gleichung (3.) $5 ist mithin <= e’=-+J1, und folglich ist 





IE ; Y Y PER ‘ 
(9.) Vf hear @go+ @,apr) DR au Vo. To: Co; Vox Do Toy 
Durchläuft aber r,, eins der 5040 Systeme von sechs Doppeltangenten, 
die ich in $ 9 untersucht habe, so lässt sich 2/TYx,, nicht aus zwei, 
sondern nur aus drei der Funetionen @, zusammensetzen, und zwar auf 
drei verschiedene Arten, z.B. ist nach Formel (10) $5 und (9) 88 


6. / 2) Tea 7,3 D,, 4. .. ud L [7 A* yo Fa = 2 f,u5, 0 I I,; . : Aare =<f, Zr G,.; _ Ya = fans I ”Y 4 G,, 


Bedient man sieh der Bezeichnung (7.) $ 5, so ist nach Formel 


SZ Ugs 2 Mon = 0 


yr/. nF 
= 124% CE; == U, 
Setzt man 


(7.) YfX, u 211 LU 


wo 4 die sieben von « verschiedenen Indices durchläuft, so kann man diese 
(Gleichung auf die Form bringen 


\ . ; ' > / nz x / a eigen 2 
‚D.) AV 33 25, %2+ A, Vo es &3 + A Van Er Ct Al en en = 0 


oder 


— Au + A uns + KU + AzWa = 0. 


In dem System 


2 rs 


0 Vu u" du 


" ıı 


verschwinden folglich alle Determinanten fünften Grades, welche die erste 
Zeile enthalten, und mithin überhaupt alle Determinanten fünften Grades. 
l"olglich lassen sich vier Grössen X’ so bestimmen, dass 
(9.) X, er Zar)Xr), Fur)’X — () 
v v 


wird. 


Nun pr aus Bags (4.) 
2, X, +Vx a} 2,6, + Rs, 6, )= 








Frobenius, über Curven vierter Ordnung. 


oder nach Formel (8.) $5 


. a i 
Ä, ) Ts G,; ] Luy G,, 
Pa P; P; m’. 
Ja G:; 1; 


Daher lassen sich zwei Grössen P, und Q, so bestimmen, dass die Gleichungen 


Ä, u P,p.+ Q 42; Yx,; G,; n P,p:+ 0.9; 
bestehen, die zweite für jeden von « verschiedenen Index %. Da aber 
Yx,;@,; ungeändert bleibt, wenn man « mit ? vertauscht, so ergiebt sich 
leicht, dass sich drei von den Indices 0, 1, .... 7 unabhängige Grössen 
A, B, C so bestimmen lassen, dass P,= Ap,+PBg,, Q. = Bp.+Cg, wird. 
Mithin ist 
X. = Ap.+2Bp,g.+Cg, und Vx,;@,;= Ap.ps+B(P.91:+4.P3)+ 09.9; 
Nun bleiben aber die Formeln (8.) $5, durch welche die Grössen p,, q, 
definirt sind, ungeändert, wenn man diese Grössen durch ap, +bg,, ep,+dgq, 
ersetzt, wo ad—be=]1 ist. Daher kann man diese Grössen so wählen, 
dass die eben entwickelten Gleichungen die Form 
10.) X,=21Gp,g, Vx.,@.,;=V@G(p.g4;:+4.Pp;)- 

annehmen. Mithin ist 

G 5 P»95+ 9uP; 

11) E = 

VG PuIs—Pag5 

Aus der Identität 


(P. G; u y g.P3) ng (P. . les 1.P3) u 4p, duP 1; 
folgt 


(12) G= G;-— 
Ferner besteht die identische Gleichung 


vn vuPp% 192 m) 2-19 + In-ıPi 
BEER rm RER Dr ne) = 0 oder ı 
je nachdem z gerade oder ungerade ist. In dem mit IT bezeichneten Pro- 
duete sind für A alle Werthe von 0 bis »—1 zu setzen mit Ausschluss von ao. 
Demnach ist 

(13) @;,t+G@.=0, @,;@,,@,+ @3.@3,@;5+@,.@,5@,+@5.@5,@5, = 0, U: 8. W., 
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dagegen 
| G,5@,,+ @3.@5,+ GG; = @, 
|G,6,,6.50.+" +G,, G;@,G@5 = @, u.8. w. 
irsetzt man in der Gleichung @,,@.»+@u@32+@u@, = @ nach $ 6 x,; durch 
T,;, 80 erkennt man, dass @'=G ist. Macht man dieselbe Uebertragung 
in dem Ausdrucke @,@.+@0@4+ @u@y = @, so erhält man 

(15.) Gi Gurt (,; (Fraßr G,u—Basy G, Be. a [raprlrapy @. 
Dass die durch die Formeln (14.) und (15.) bestimmte ganze Function 
sechsten Grades @ von den Indices unabhängig ist, gilt natürlich nur unter 
der Bedingung F=V0. 


(14.) 


$ 12. 
Relationen zwischen den Covarianten G„ und den Differentialen der Wurzelfunetionen. 
Setzt man, falls x ein beliebiger Punkt ist und die Quadratwurzeln 
willkürlich gewählt werden, 


ER PETER ee» 
Yza., + Y2.2, lan, = P, 


/ f] ” OR f v = ’ . ä 
En Leu, — | L,, Cu u P, U. Ss. W., 
so ist 
D A) 'ntp'r 
fan F = PPP'I 
und folglich 
> \ Y ! " IS y'! »14l \ I; 
fa,9 F = PP'P"öP+PP"P"OP+-.... 
Liegt nun der Punkt x auf der Curve F=0, der Punkt 2+Jdxr aber nicht, 


so ist P=0, P=2Y/r,r,,, us. w. und folglich 


/ N ) ıry > y/ r i pr TE s / Ei ß I ee ro 
(1.) fi F ER ol L,, Dur Vu TC Tu Ö (J Dr T ur + ] Du T,, + ) Lyr Tu . 
Nun ist, wenn x ein beliebiger Punkt ist, 








N 4 a > - / = 2. £ 
2 / — His Yale Vs) 
1 z (z ö & a . * uv» 1 Rum Va» A... AM 

HB. Tr > TRADE D, 7 —. 
4 False “/ıUV KAT m u vum ”irıu OÖ (x, =", ") 


Multiplieirt man die Funetionaldeterminante mit der Determinante (x, dx, dx), 


wo d und 0 Differentiale nach verschiedenen Richtungen sind, so er- 
hält man 


/ ai / 2 ': 


j LT, Lu / Tu T,, ] L,,X 


lu | 


m Far Gow(%; dr, dr) 


4) Te, Vur Leu Tr TyyT)u 


= die, zu da, dVYz.2u| 


I fr/ WE ein E27: | 
Ö LT u Ö l T,uT,r Öd V D,,Tyu 
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Ist jetzt x ein Punkt auf der Curve F=0 und 2-+dxr der unendlich 
nahe Punkt auf derselben, so ist das Differential 


2m(zx, dx, ör) 


(2.) ÖF 


von den (willkürlichen) Grössen dx’, dx", dx" unabhängig. Addirt man 
dann in der obigen Determinante zu den Elementen der letzten Colonne 


die der beiden ersten, so erhält man nach Formel (1.) 
3.) Gun,la)d = Vx,; 2, dY2, 0, 10,2, 4VY210,.,; 
z. B. ist 
G,2,(2)4 == Y2.2udY 230. Vers cadVr0%, 
und folglich 


for23 G,4 = /2.%% d) Tg Cy — VegtgdV ana. 


Ebenso ist allgemein 


(4.) ur I = Vz... MV e30Ca Vest AYz,.% 
Diesen Formeln zufolge wird die Curve vierter Ordnung in jedem ihrer 
Schnittpunkte mit der Curve @,=0 von einem Kegelschnitt vierpunktig 
berührt, der sie ausserdem noch in zwei Punkten einfach berührt (Steiner, 
l.e. IV; Hesse, dieses Journal Bd. 49, S. 263). 

Aus der Gleichung (4.) folgt 


[aß 2,0; = U,AdU, a Urdu. 
Dieser Ausdruck ist aber identisch gleich f,;,;(w, du, a,, a;), und mithin ist 
5.) 20,4 = (u, du, a,, q;,). 
Nach Formel (10.) $ 11 ist 
(6)  8u5@.5 = V@(Pag5—gaP3)- 
Entwickelt man daher die Determinante (9.) $5 nach den Elementen der 
zweiten Colonne, so erhält man 


A,0,@,+X;2,.0,.+A,2.5@0.; = 20V 8,,8,0%u; 


und folglich 


(za? XV) (u, du, a;, a,)- = a’ X) (u, du, a,, a,) 


" ea A ’)em, du,a,,a;) = 24.G(u, a,,a;, a,) 


‘ 
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Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber identisch gleich 
— (EX u") (du, a,, a;, a,)+ (2X )du”))(u, a,,a;,a,), 
v , v / / 





und mithin ist nach Formel (9.) $ 11 
(1) 264 = EX Y!du = — Eu’dXV. 
Nach Gleichung (3.) ist 


Multiplieirt man diese Gleichung mit fi, und summirt nach 4 von O bis 
‘, so erhält man nach Formel (1.) $11 und (3.) $5 


FREE ungen ge. Pe en ER ran 
2) LgCplylylyind = —T tin) Tzd) Ta} ud) Cu) 
oder 
Vinissibehiite in en 
Ye3203, 0:01 = < [is Y2 AV, 


und allgemein 


IN > SE, ER Er er 
(8.) 7 Lro 1 AR AR | ap <= figor) 2 dVe;.. 
Ersetzt man xz,; durch x/,, so erhält man 
a ee ee er 
füsor } Loy Po Porz Po4 = vr‘ Lord X) Cd) Ct Ve Cr) 
und allgemein 
9.) / N erh ei) "pe 
(9.) Fe "Re BT RD .— Yfüo ed) 2,1 x,,d) Tyu mm, CA) 
Multiplieirt man mit 2, ,@,.%,,, so erhält man 
—fiwA,4 . Ur dt tut Ur der; 
also nach (9.) $ 11, (10) $ 1 und (3.) $3 
Zar xXe)d4 = zur a’ de“”, 
v uU» 


und da diese Gleichung für alle Werthe von < gilt, 
Zul) de“ ’ — 3r%? du“) 
a 





\ u G(dr; u,v) — G(z; du, v) 
(19, wa a a u MO), TREE 
| X0) A) EX.) EX.) 
Daraus *) folgt 
(S X du))4 = zu du’ da’ = Zar” du’ du”, 


*) Nach Formel (10.) ist #/ mit dem Differential identisch, welches Herr Schottky 


(l.e. $ 17, 8. 102) mit R73.4 bezeichnet. Die Grössen x’, x’, z"' sind gleich den 
2 . . .. . r . r 
Producten aus R7® in die Ausdrücke, die er H, H, H nennt, und es ist X, = RS. 
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und mithin ist nach (7.) 


202° = Eu)’ du ’de“”’. 
u,v 


Nun ist aber nach (10.) $5 in der Determinante vierten Grades |r"’|=F=0 
die dem Elemente x“” entsprechende Unterdeterminante gleich Zu’ u”). 
Mithin ist 

dF = 2 Zu" u) da" ’, 


U,V 


falls F=0 ist. und 
d’F = 4 Eu) du’ det), 


u,v 


falls auch dF =0 ist. Daher ist 86.4°= d’F oder, weil F=dF=( ist, 
12F 3dF 30F 
—288@.m’(x.dae,dc)’ = 3dF d’F döOF 
30F ddF ÖO’F 
und folglich 
O®F 


or\ u) ( \r\ v) 


(11) -—288m’G(r) = 
Nach Formel (8.) ist 
(u, a,, @,, 4,) Y2,4 = &(a,, G,, Q,; a,)VYxz,,dVx,;, 
und mithin auch, wenn z ein willkürlicher Punkt ist, 
(Zu) 3) Yz,;I = E33 Ve,,dV«,, 
b / 
oder 
Eu” )(p.94;—9.P)4 = £3:(P.4— 9.Pı)(psdg;— g;dp;), 
weil 
= 2,9(pi, 9) = V 


ist, falls g eine beliebige quadratische Function ist (D. $8). Vertauscht 
man « und ? und zieht die neue Gleichung von der ursprünglichen ab, so 


erhält man 
(12) (Zuz")A = Ia,gdp = —-&2,p.dg,. 
Aus der Gleichung (7.) folgt 
—2f,,5@ 9 = Uu;,5dA,+u,,,dA;+u,;5dX,+u,,;dÄ;, 
und mithin ist nach (9.) $5 und (10.) $ 11 


(13) fu V/@4 = |d(p,), Pi» Pr, Wi FE VRR 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 2. 23 
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Ferner ist identisch 
(u, du, a,, a,)(du, a,, a,, a;)+(u, du, a,, a,)(du, a,, a;, a;) 


+ (m, du, a,, a,)(du, Q,, As, a,) = 0 
und daher 


L, A G@, ;d Y T, „Eu, 2) „+ T 5. ‚„@,,d Yx T 48 nl; +2,9 G,,d Ve.s%,,%, ar 0. 


Ebenso zeigt man, dass auch 





LT, se; 7 Yx,, Eu) €, ß) + Tu, ‚@,; Y DIT; + Ts G,5V Tu LUuy%sr . 0 
oder einfacher 
(14.) G,; Ve.s®,s + G,, Vx.,03; 3 + G,5 Va.3%;, vn 0 
ist. Mithin ist auch 


TupGa, Cay@a; ZRLLLE) 
Ver. BET FL Ie - =. + Vx,5%.5 05; d oe ler us ) = = 





also nach (9.) = und (6.) 


Ip.d()—g.d(pi), Pr, rg, G| = 0 a=a Br. 9). 
Da hier für « auch /, y, d gesetzt werden darf, so zerfällt diese Gleichung 
in die zwei Gleichungen 


(15.) (dp), Pi»: mr; Gl = d, 


dl). Ps Pro E| =. 


(=a,ß,y,0). 


$ 13. 


Ueber eine Klasse von Covarianten vierten Grades. 
Nach Formel (5.) oder (6.) $ 12 ist der Ausdruck 
Fu; @ ro Ars + oz Aa az + er ig A 


dureh F theilbar. Der Quotient P(x) ist eine ganze Function vierten Grades 
von x. Da @,; verschwindet, wenn 2©,,=z,,=0 ist, so ist ?=(, wenn 
irgend zwei der sechs Functionen &,; («,? =0,1,2,3) verschwinden, mit 
Ausnahme von x, und 2, Zu und 25, &, und z.. Daher lässt sich diese 
Funetion auf die Form 

® = PEyXz CC tg lı2 Ko Ct rn CC lı 


bringen. Sei zur Abkürzung 


(1.) f Pu. IN; fies f Pa. u IN; fan fs » f Pu. . I; fifa 
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wo der Index 4 nur scheinbar bevorzugt ist. Setzt man dann ©, = 2, =(, 
so ist nach Formel (7.) $ 4 


G2=G,=m v123Po1,23 Ps 72» 
Gi m; @;: 


I 


m fo Puı. 3 Cr Cıs 


und folglich 


pF = m fy23Pin, (EirXız 02), 
also da 


2 2 
foı23 F= (Su Cat Inn u Fı2) — dr Ca lnTaı 


und 2, = ist, 


P(Er is — Eu ı2) m fhi3Po2- 

Aus der Gleichung 
0123 0145 
fuss® 0123/ 7 fane(o; 23 


folgt, wenn &,, = 23 = 0 ist, 


fuus (en Cs — Cs Tı2) = fü (Cr Cıs— Eos Kr). 
Nun ist aber 


Zus = [04, 01, 23][15, 10, 23]—[05, 01, 23][14. 10, 23] 


— m’ fürs fonsPoi 23 
und folglich 


LnFXi3 Typ = m’ v123 Pu 2- 
Mithin ist = pu„ und daher 


| (Fyı Toy; Gr Ga3-+ LnXz] G G;\ +2 Tr (7, 13 G) 


(2.) 


Setzt man 


\ = F(z)(Pu 3% Ca Ct Ps En Fran Cat Ps Cor Cy Anaı). 


on u F, T,, ; ee T ,. u 0, ,» 

so ist nach Gleichung (12.) $8 FT,,z,=0, und folglich lassen sich (vgl. 
b 

D. $ 7) die Grössen T/” so bestimmen, dass T,,= Z&}T"’aY’ wird. Aus 


der Gleichung (16.) $ 2 ergiebt sich daher Ds T,,T;,; = 0 oder 
(3.) Zr G,, 835 G;; = e,,F" 


Die Grössen x,;@,; bilden also ein alternirendes orthogonales System, für 
welches die Summe der Quadrate der Elemente jeder Reihe gleich —F’ 


23* 
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ist. Folglich ist 





Y a Y 
| RE G,; me EM G,; 


(a, =0, 1,2, 3; x, 4A=4,5, 6, 7). 
also wenn man die Quadratwurzel auszieht: 


To Caz G,. G,+ Lndzı GG G;,+ La Tı2 Gr G,: 


CC as At ee a At Er 
Den Beweis dafür, dass das Vorzeichen richtig bestimmt ist, will ich hier 
übergehen. Mithin ist auch 
P5.7%6 75% Cs + Ps 5 CH 6 Ci Kort Pr 56° 07 Cu 13, 
wo 
f Pas. vn Il fıs few; 
u. 8. w. ist. 

Die Curve vierter Ordnung ?=0 geht also nicht nur durch zwölt 
Sehnittpunkte der sechs Geraden a,; («,? =0,1,2,3), sondern auch durch 
zwölf Schnittpunkte der sechs Geraden a,; (2,4 = 4,5, 6, 7). Auszuschliessen 
sind von den bezeichneten Schnittpunkten die sechs Punkte 


(5) (Ms Er), (a si), (Any Ar2)y (Ars; Air), (ro, A), (Gyr, As). 
Dieselben liegen bekanntlich (Steiner 1. e. 11.) auf einem Kegelschnitt. 
Wie ich beiläufig bemerke, ergiebt sich dieser Satz unmittelbar aus 
der Gleichung (9.) $ 4, sowie der analoge Satz, dass die sechs Punkte 
(6.) (A, 4,;) (/ Ba 
auf einem Kegelschnitt liegen, aus der Gleichung (3.) $ 4. Denn aus dieser 





Formel 
BY ma Lt LE a . 
n foı; 
folgt durch Polarenbildung 
, (Eat 12 80R)(yoi NR + Yır oa) 
EEE =WV, 
foı2 
also, wenn man $=y und n= Setzt, 
„zT ya tray)” Br 


foıa 
Aus dieser Gleiehung und der ursprünglichen erhält man die Relation 


(zu Yır —Rır yon)”  B 
m = _—- , 


fo 


welche den Beweis für die aufgestellte Behauptung enthält. 


>) 
A 
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Aus der Identität 
NYy+z+/2+24Ve+y) = - 4(yz+zc+ry 


ergiebt sich, dass die Curve ?=0 in den vier Schnittpunkten der beiden 
Linienpaare 2,23 = 0 und 2,2, =0 von dem Kegelschnitt 


Zu X23 Zn 23] 


| Be! 
Pv1,23 Pv2,31 
berührt wird. Ein gewisses System von Berührungskegelschnitten dieser 
Curve gehört also dem Kegelschnittnetze 
Pin Cat gQenlz trete = V 


an, und zwar berührt ein Kegelschnitt dieses Netzes die Curve, wenn 
NA PP. IgqPp»s3i 1 IrPps,.» = () 


ist. Die beiden Curven F=0 und ?=0 haben also die Covariante @,,., 
semeinsam. Um eine solche Curve ?=0 zu erhalten, muss man die sechs 
Linienpaare (5.) einer Steinerschen Gruppe beliebig in zwei Systeme von 
drei Linienpaaren zerlegen. Demnach entsprechen jeder der 63 Steinerschen 
Gruppen zehn Curven P=V). 


$ 14. 
Die kubischen Polaren der Schnittpunkte der Doppeltangenteı 

Unter den Covarianten dritten Grades, die sich in einfacher Weise 
dureh die Funetionen @, ausdrücken lassen, befinden sich auch die kubischen 
Polaren der Sehnittpunkte der Doppeltangenten. Aus der Gleichung (9. 

$2 folgt 
ri OF 
DER > 56) 


(12: 


»: 
y’’ = - Yn\ 9: 


015 O25\ 025 
fr 9580152 )+4mn&@( 015) yael 12) 


O(P, Q, R) | | 
| ( 7 kurz mit [P, 0, R|, 
ol, 2",x'') 

so ergiebt sich daraus, indem man y. = 9, = 0 setzt, nach Gleichung 


9) $8 


an Lfa[P, Ts 25] u = (fr (fir yat frzay) Go; fi; (fürs Yon | f123 Yus, (r ,); 


Bezeichnet man die Funetionaldeterminante 


Wo 


Yu; = lep, 02, 13] 
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ist. Nun ist aber nach (1.) $3 


fo232 Yzı + for», Ya = fu» Yo. + fi Yo, 
fo23» Yoı + for2 Yuz = fo123% + foi3; Yun, 
also weil y» = Ist, 
—; ua[F, Tr, Cs] — 2, (fm ya un — 213, Yın @,,). 
Hier ist z.B. 


” 


Ya = [04, 02, 13] = 7 fin fısoafuns foa2s forer » 


Ya = [24, 20, 13] Paue en 7 fiwfisz fs fausfzur- 


In der Summe für L [F, x, &3] ist daher das dem Index 7=4 ent- 


sprechende Glied gleich 


foıs4 2134 0245 nf: (an — A). 
Nun ist aber nach Formel (9.) $ 8 


füaafıns (an — @,,) = 0 
und folglich auch 
= (füssfaiss 0254 vu fuRar + foisofz1s6 fa varfurs 
+furfasıfoafasfons) (Ro — @2) =. 
In dieser Summe haben dıe den Indices 4=5, 6, 7 entsprechenden Glieder 
dieselben Coefficienten, wie in der obigen Summe. Dasselbe gilt von dem 
Coeffiecienten von @,—@;,, der gleich 
— finas nachher (forssfaiss+ forsofzıse+ forsz faı37) . foisafaıs4furas masfu2a 
ist. Dagegen hat @„—@,, den Coeffieienten 
foissfa135 firrsa nısfur7 + forssf2136fo264 varfoaıs + fursmfaısı forrafoaıs 216 —— —ffus: 
wie man erkennt, indem man in der Formel 
fsoı2fan2 %as ur ferne vis Cor + fie fs &s+ fsorz foı2 Te 

Zu = 20a =0 setzt. Durch Vertauschung von O0 und 3 ergiebt sich ebenso. 
dass der Coeffieient von @3—@, gleich +ffüs ist. Mithin ist 

(1.) IF, Dur» X; 5 Zmf,s,5(@,:+ G;,+ @,5 + G;5,). 
Ersetzt man «, P, y, Öd durch 0415 oder 0145 oder 0124, so ergeben 
sich daraus durch die oben entwickelte Uebertragungsmethode Formeln 














Frobenius, über Curven vierter Ordnung. 


von der Gestalt 


2m G245 Gu251 Gu267 (F 274 
(2.) IF, Tun, Cs] a F fasor foras fu2se fur fir7a "a + foren + fi | ri ), 
245 256 y267 7274 


(3.) [F, Lury %] _ ee (Gu+ G,+ - all er ), 

(4) [FR au, zu] = — fnaefıne Ge TE Qt Oy). 

Sind zwei beliebige Doppeltangenten gegeben, so giebt es eine ganz be- 
stimmte Steinersche Gruppe, in welcher sie als conjugirte Geraden auftreten. 
Ausserdem aber giebt es zehn Steinersche Gruppen, in welchen sie als 
nicht conjugirte Geraden vorkommen. Irgend eine dieser zehn Gruppen 
ist mit nur einer andern syzygetisch, mit den acht übrigen aber azygetisch. 
Sind [a] und [a’] syzygetisch und ebenso [b] und [b’], so geht die kubische 
Polare des Schnittpunktes der beiden Doppeltangenten durch die Schnitt- 
punkte von @,,=0 und @,„=0 (und von @,„=0 und @,,= (0), im 
Ganzen also durch die Schnittpunkte von 20 Mal zwei Curven. Unter 
diesen Schnittpunkten befinden sich jedes Mal die vier Berührungspunkte 
der beiden gegebenen Doppeltangenten. 


Zürich, Juni 1887. 











Ueber eine Eigenschaft der Flächen, bei denen der 
eine Hauptkrümmungsradius eine Function des 


anderen ist. 
(Von Herrn J. Weingarten.) 


Die von Herrn Lie herrührende Bemerkung, dass für eine Fläche der in der 
Ueberschrift bezeichneten Gattung die Krümmungslinien durch Quadraturen bestimmbar 
sind. möge in Folgendem eine neue Begründung finden. 

Wenn z, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes einer Fläche dar- 
vestellt als Functionen zweier unabhängigen Variablen p, g, ferner X, Y, Z die Coordi- 
naten der Abbildung dieses Punktes auf die Gaussische Kugel bezeichnen, so ist die 
Determinante: 

A = (YdZ2—ZdY)de+(ZdaX— XdZ)dy+(XdY— YaX)d;z, 
welche. gleich Null gesetzt, die Differentialgleichung der Krümmungslinien dieser Fläche 
ergiebt, eine gegebene quadratische Differentialform der Differentiale dp, dq, welche durch 
Einführung von Parametern «, ® der Krümmungslinien die bekannte Form: 
A = (r'—r)yE@Gdudv 

annimmt, in der r, r' die Hauptkrümmungen im Punkte (z, y, 2). E und @ die (oel- 
ficienten des Quadrates des Linienelements der Fläche für die Variablen v, ® bezeichnen. 
Bildet man das Gaussische Krümmungsmass « der Form 4 aus vorstehender Specialform, 
so ergiebt die Benutzung der bekannten Formeln für die Differentialquotienten der Loga- 
rithmen von E und @ zur Bestimmung von # die Gleichung: 


Jen, 


aus welcher folgt, dass für eine Fläche der betrachteten Gattung und nur für eine solche. 


._ or' Or or’ Or 
«YJEG = 2( z . 


ou 00 ov ou 


dieses Krümmungsmass verschwindet, das heisst 
A = dudv 
ist. Sind adp-+bdg, a'dp-+b'dg die gegebenen linearen Factoren der ursprünglichen 
orm 4, so folgen aus der vorstehenden @leichung die ferneren: 
er (adp-+bdg) = du, e I(a'dp-+b'dg) = dv, 

deren Integrabilitätsbedingungen die Differentialquotienten von @, also @ durch Quadratur 
bestimmen. Nach dieser Bestimmung ergeben sich «, © durch neue Quadraturen aus den 
vorstehenden Gleichungen selbst. Q. e. d. 








Ueber specielle Abelsche Functionen vierten Ranges. 


(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


Y 

Es ist bekannt, dass zwischen den Ableitungen der vier Integrale 
erster Gattung, die zu irgend einer nicht hyperelliptischen Gleichung vom 
Range 4 gehören, zwei homogene Relationen bestehen, von denen die eine 
zweiten, die andere dritten Grades ist. Diese sind in ihren Coeffieienten 
keinen Beschränkungen unterworfen. Wenn man aber über die quadratische 


Relation die besondere Annahme macht. dass die Determinante ihrer (oe 


ficienten Null ist — geometrisch gesprochen, dass die entsprechende Fläche 
in einen Kegei ausartet —, so entspricht dieser Voraussetzung auch eine 


besondere Eigenthümlichkeit in dem zugehörigen System von T'hetafunetionen. 


Wie Herr Weber“) gezeigt hat, giebt es dann ein — und zwar nur ein 
verades 9, welches gleichzeitig mit den Argumenten verschwindet. Dieser 
Umstand erscheint bemerkenswerth genug, um eine nähere alrebraische 
Untersuchung des Falles zu rechtfertigen. 

In einem vorangehenden Aufsatz: „Zur Theorie der Abelsehen Fune- 
tionen von vier Variabeln **) wurden Beziehungen zwischen den Wurzel- 
funetionen aufgestellt, die jedenfalls gültix sind, soweit solche Grössen im 
gewöhnlichen Sinne existiren. Wir betrachten dieses Gleichungssystem hier 
genauer unter der schon erwähnten Voraussetzung, dass eine zerade T'heta- 
funetion ©, existirt, welche selbst Null wird, wenn die Argumente »leich 
Null gesetzt werden. Eine solehe Annahme trägt wesentlich dazu bei, die 
Untersuchung einfach zu gestalten. Das Problem, welches ich zu lösen 


Po) 


gesucht habe, lässt sich so fassen: Unter den Ausdrücken 
U,M 
U.U 


*) Ueber einige Ausnahmefälle in der Theorie der Abelschen Funetionen. Math. 
Annalen, Bd. 13. 
**) Dieses Journal. Bd. 102. 
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Schotiky, über specielle Abelsche Functionen vierten Ranges. 


die aus den 120 Grössen Yu 


m 


durch die alle übrigen rational und in übersichtlicher Form dargestellt 


gebildet werden können, zwei auszuwählen, 


werden. Ausserdem ist die Gleichung anzugeben, welche zwischen den 
beiden ausgewählten Grössen x, y besteht. Es ist offenbar, dass diese 
Gleichung nicht von niedrigerem Range als dem vierten sein kann; denn 
f u a U, m’ * er 2 1 s 
je zwei Q@uotienten ‚ ——- gehören zu denjenigen Grössen, die sich ra- 
a u u 

z p pP 
tional durch x, y ausdrücken lassen sollen und sind, wie bekannt, durch 


eine Gleichung vierten Ranges verbunden. 


$1. 

Ist K das Zeichen irgend einer halben Periode, so giebt es 36 zu- 
sehörige Funetionen zweiter Art oder Produete gerader T'hetafunetionen 
P,=©,9,x, deren Nullwerthe e,c,; wir mit p, bezeichnet haben. Ferner 
existiren 28 Produete ungerader 'T'heta, also ebenso viele Wurzelfunetionen 
zweiten Grades w, = Yu,u,x.. Zwischen je vier der letzteren besteht eine 
lineare homogene Gleichung mit eonstanten Coefficienten. Wählt man drei 
beliebige azygetische Functionen erster Art aus und bezeichnet sie als 


P,, P., P; 


I 


‚ so lassen sich diese durch Hinzufügung von vier andern: P,, 
P,, P;. P- immer zu einer Hauptreihe ergänzen. Dann sind zugleich alle 
64 Funetionen in bestimmter Weise durch Indices bezeichnet, nämlich dureh 
die sieben primitiven und deren ungerade Combinationen. Ist & die höchste 


C'ombination, so sind 


P,; Paso Par Par Por und Pa 
die einzigen Functionen zweiter Art, welche zu je zweien der gegebenen 
P,. P,, P, azygetisch sind. — Nun besteht zwischen den entsprechenden 


Wurzelfunetionen 
©, %, % Und Wins > Wir 


die folgende Gleichung: 
ER 4 u / i 25 EEE % 
(1.) w,V PırPasoPpas7 t Wa} Pas PswPs1r t Wa V PsorPısPıer = Wsor V PePas6P4s7 ) 
Wenn eine der drei Funetionen P,, Ps, Pi; identisch ist mit P,= 0, 04x; 


so verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, weil dann das ent- 


*) S. $6 der eitirten Arbeit. 
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sprechende p den Werth Null hat. Es besteht also dann zwischen w,, w,, ww; 
allein eine lineare Relation. Dasselbe findet statt, wenn P,=P,- oder P.s- 
ist, weil man ja in der Gleichung (1.) die Indiees 4 und 5 mit 6 und 7 
vertauschen kann. Wenn also erstens P,, P,, P, drei azygetische Fune- 
tionen erster Art sind, und 9,0,,;, eine von P,, verschiedene Funetion 
zweiter Art, die zu je zweien der drei gegebenen: P,, P;, P, azygetisch ist, 
so sind die entsprechenden Wurzelfunctionen w,, @,, w, durch eine lineare 


Gleichung verbunden. 
Damit also eine solche dreigliedrige Gleichung: 


AYu,u,,+BVu,u,x+CVu.u,; = 0 


angenommen werden darf, ist hiernach Folgendes nothwendig. Erstens muss 
die Periode K von solcher Beschaffenheit sein, dass ©,, ebenso wie ©, 
selbst gerade ist. Zweitens müssen die vier Grössen 
DB 
azygetisch sein und ©,. von ©, und ©,, verschieden. Da ©, ©, unge- 
rade, 9, dagegen eine gerade Function ist, so werden 9,, 9,, 9, azyge- 
tisch sein, wenn ©, eine ungerade Function ist. ©,,. dagegen muss gerade 
sein, damit ©,, ©,, ©. azygetisch sind. Wir können demnach den Satz 
aussprechen, den wir der folgenden Untersuchung zu Grunde legen: 
Zwischen den Wurzelfunctionen 


Vu,u,x: Yu,ur, Vuux 
besteht eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten, wenn 
nK und abe Indices gerader, 
ab, nac, nbe Indices ungerader Functionen, und 
abe von n und nK verschieden ist. 
Dies sind die einfachsten Relationen; bei den viergliedrigen fällt 
natürlich jede derartige Beschränkung fort. 


S.2. 


Wir denken uns nun für das ganze System der 256 'T’'hetafunetionen 
eine Hauptreihe 
C 


4), 0, 


13 
zu Grunde gelegt; und zwar denken wir uns, was in jedem Falle möglich 
24* 
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ist, die neun Grössen so gewählt, dass ©, gerade diejenige Funetion wird, 
welche auch dureh die Combination aller neun primitiven Indices bezeichnet 
werden kann. Es sind dann 

() 2) Bi Sr 


* 
12 9 SU >» 


die 120 ungeraden Theta, 

Vans 0 Vitens Ina 50 « Fllen 
1° . 17 .. 
die entsprechenden \Wurzelgrössen, und 


9: 0 9: 0 


7: 133413 + * Os7s0n 


1} 


die geraden Funetionen, von denen die erste mit den Argumenten zugleich 


Null wird. Diejenigen halben Perioden, welche ©, in gleichfalls gerade 
unetionen überführen, sind 

In, 2u.'... 2: .IBam ... ID, 
ls ist leicht, Systeme anzugeben, die den Bedingungen des vorigen Para- 
graphen entsprechen. Auf die Coefficienten der aufzustellenden Gleichungen 


kommt es uns hier weniger an; die Grössen «, können wir uns deswegen 


- 


auch ersetzt denken durch andere, o,, die sich von ihnen um beliebig ge- 


oO 


wählte eonstante Factoren unterscheiden. 
Aus dem Satz des $ 1 folgt, dass von den drei zur Periode 17 ge- 

hörigen Wurzelfunetionen 

(1.) Vo129029n . V 0130050 1» le ai Ügn 
die dritte linear-homogen durch die beiden ersten ausdrückbar sein muss. 
Denn schreiben wir die drei Ausdrücke in der Form: 

Vo.0.x, Vo,0r, Vo.ox 

wo: 

«= 12%, 18 1198 Kein 
ist, so folgt: 


nK=1; abe = 12349 = 561817; abn =253n, ben=24n, can =4än. 


an 


Es sind also aK und abe Indices gerader Funetionen, abe von z und aK 


S 


O,,. sind ungerade. Somit sind alle Voraussetzungen 


verschieden; O,,2, Obens kan 
des Satzes erfüllt. 


Wir bevorzugen jetzt den Index 9 vor den übrigen und setzen zur 


Abkürzung: 


(1.) U 91 2 $, (a u # 2, ans 8), 
> Be eur m PR B=l, 8 tn) 
(2.) } $, l S; } V 59 u F,; ( a zZ A Ä ’ 
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Die Vorzeichen der einzelnen Wurzelgrössen können willkürlich 
gewählt sein. Es lässt sich dann, dem System (I.) zufolge. F,, linear und 
homogen durch F,., F,, ausdrücken. 

Nimmt man aber hinzu, dass man die Indices 1 bis 8 beliebig ver- 
tauschen kann, so folgt, dass alle 25 Grössen F,, dureh drei unter ihnen, 
z.B. Fi, Fi, F,. linear-homogen ausdrückbar sind. Da es nur auf die 
Quotienten der # ankommt, können wir F,=1 setzen; F, und F, sind dann 
Hülfsgrössen r, y von der Anfangs angegebenen Art. Um aber die Sym- 
metrie nicht zu stören, verstehen wir unter x, y, 3 irgend drei lineare 
homogene Funetionen von F;,, F,, F;, mit nieht verschwindender Deter- 


minante; wir können dann allgemein ansetzen: 


3) Fa > as5c+b,sYy+ 6,52 (a, 3=1, 2, ...8 ), 
wo die Coefficienten eonstant sind. 

Diese Uonstanten müssen so beschaffen sein, dass die linearen 
Gleichungen zwischen den F,; identisch erfüllt sind. Da nun zwischen 
F,, F,, und irgend einem andern F,, eine lineare Gleichung besteht, so 
muss ein Werthsystem 


u.: 6 


i 


versehwinden. 


= 


existiren, wofür alle sieben linearen Ausdrücke F,, gleichzeitig 
Dasselbe gilt für jeden andern Index: 2, 5, ... 8. Es sind also im Ganzen 
acht Systeme von je drei Constanten: 


Gr Be ri 


definirt, von der Beschaffenheit, dass allgemein F,;= 0 wird für 
und 

f N co t 5 \ 

(2, 9, 3) = (a,, D,, 6,). 


Wir können uns diese, um eine bequeme Ausdrucksweise zu gewinnen, 
als homogene Coordinaten von Punkten einer Ebene vorstellen. (x, y, 3) ist 
dann ein veränderlicher Punkt; F,; = 0 die Gleichung einer Geraden, welche 
durch die festen Punkte «©, 5 hindurehgeht. Hierdurch ist die Funetion F,; 
bis auf einen constanten Factor bestimmt. 

Alle neun Werthsysteme (ir, y, 3) und (a,, b,, e,) können einer 
gemeinsamen linearen Transformation unterworfen werden. Ferner können 
» und alle Grössen e als 1 angenommen werden, da es nur auf die Ver- 
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hältnisse der Coordinaten ankommt. Somit sind von den 24 Constanten 
a,, b,, e, nur acht als wesentliche zu betrachten. 
Im Verlauf der Untersuchung wird sich deutlich ergeben, dass alle 

(Grössen 

| dad, 

FE 
rational durch x, y, z dargestellt werden können, und dass hierbei auch 
keine anderen Constanten auftreten, als die Grössen a, b, ce. Nun müssen 
aber acht unabhängige wesentliche Constanten wirklich in der algebraischen 
Untersuchung vorkommen. Deswegen können wir von vornherein die An- 
nahme ausschliessen, dass zwischen diesen acht Werthsystemen a, b, e irgend 
eine Gleichung besteht. Zwischen x, y, z dagegen muss sich eine Gleichung 
ergeben, deren Coeffieienten von den Grössen a, b, ce abhängen. Diese 
kann aber, einer anfänglich gemachten Bemerkung zufolge, nicht von nie- 
drigerem als dem vierten Range sein; ihr Grad muss deswegen jedenfalls 
höher als 4 sein. 


S 3. 
Wir stellen nun eine Reihe ähnlicher Systeme von je drei Wurzel- 
funetionen 


/ 5 Ye / N & RR > 

Vvvır, I9%0x5 19.%.x 

auf, die denselben Bedingungen genügen, wie das erste (was in jedem Falle 
leicht zu sehen ist), und die zur Definition von Funetionen oder Curven 
höherer Grade führen. Zunächst das folgende: 


(IL)  Voomosons Vontn, Vormdın; 

dessen Periode 
K= 1234 =56789n 
ist. Wenn wir alle drei Grössen mit demselben Factor 
Vs, Vs, Vs; Vs, 

multiplieiren, und 

1)  Yaya Vs Vs Vo = Gen 
setzen, so erhalten wir statt dessen: 
(o;s; FF, FaF 4 
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Da nun die F lineare Ausdrücke sind, so muss @ eine quadratische 
Funetion von z, y, z sein. Die Zusammenstellung zeigt, dass diese qua- 
dratische Function in den Punkten 1, 2, 3, 4 verschwindet. Da man aber 
in der Gleichung 4 mit 5 vertauschen kann, so kann man auch einen zweiten 
Ausdruck für dieselbe Grösse @,-, aufstellen, der im Punkte 5 verschwindet. 
Beide Ausdrücke müssen identisch sein, da keine quadratische Gleiehung 
zwischen z, y, 3 besteht. Es ist daher, wenn «, 5, y irgend drei der 
Indices 1 bis 5 bedeuten und 

2): Bi) - BR 


a—] 
ee 
1S.Ys3V 8; 
gesetzt wird, @,;, eine quadratische Function von x, y, z, welche für alle 
Punkte der Reihe 1 bis 8 verschwindet, die von «, 5, y verschieden sind; 
oder, was dasselbe ist, @,;, = 0 ist die Gleichung des Kegelschnitts, welcher 
durch die fünf von «, ?, y verschiedenen Hauptpunkte hindurehgeht. Hier- 
durch sind, bis auf constante Factoren, 56 Funetionen zweiten Grades 
bestimmt. 
Jetzt nehmen wir die Gruppe 
(I1I.) Fon Veen,  VnsBee 
mit der Periode 1289. Nun ist nach Formel (2.) in $2 und (3.) in diesem 


Paragraphen: 


Yo ng ’ 


Yo = 
folglich 
a Y‚s,./&, on 
Y%,100 = w; FG; 
F } Ss, 
Multiplieirt man also die drei Grössen des Systems mit dem gemeinsamen 
Factor 
Di/e 
Pys, 
VYs,V$; 
und setzt: 
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so erhält man eine Gleichung von der Form: 
H,: . AF .@G.as+ BF, ,@ss, 


wo A und B Constanten bedeuten. Beide Terme, aus denen H,, gebildet 
ist, sind kubische Funetionen, die im Punkte 1 von der zweiten und ausser- 
dem in 3, 4, 5, 6 und 7 von der ersten Ordnung verschwinden. 

H,, kann wieder nar auf eine Art als kubische Funetion von x, y, 3 
dargestellt werden. Eine Vertauschung des Index 8 mit 7 in der aufge- 
stellten Gleichung zeigt aber, dass dieser Ausdruck auch im Punkte 8 den 
Werth O0 annehmen muss. H,, wird also 0 im Punkte 1 von der zweiten, 
in 5 bis 5 von der ersten Ordnung und ist hierdurch wiederum, abgesehen 
von dem eonstanten Factor, bestimmt. Allgemein ist H,,= 0 diejenige 
Curve dritter Ordnung, welche durch alle Hauptpunkte mit Ausnahme von 
? hindurchgeht und in «@ einen Doppelpunkt besitzt. Auf diese Weise 
sind 2.28 specielle Curven dritter Ordnung definirt. 

Hier ergiebt sich schon die Gleichung, welche zwischen x, y, 3 


besteht, und zwar in einer grossen Anzahl verschiedener Formen; alle 


aber missen dieselbe ebene Curve darstellen: ?=0 — wenn der Aus- 
angspunkt dieser Untersuchung richtig ist. Aus der Gleichung (4.) folgt 
nämlich: 
5.) Hi: 48 
Hr ı 8, 
daher: 


6) Ars, — HH, = 0. 


Diese Gleichung ist vom neunten Grade und kann unmöglich eine 
identische sein, da H,,, H,, ete. sechs ganz verschiedene und nicht zer- 
fallende Functionen dritten Grades sind. Wenn man x, y, z als unab- 
hängige Grössen ansieht, so wird das Produet 


H,.: H, ; IH, ; 


in allen acht Hauptpunkten 0 von der dritten Ordnung. Im Punkte 1 z.B. 
wird H,, von der zweiten, H,, von der ersten Ordnung 0; in 4 verschwinden 
alle drei Factoren. Dasselbe gilt von dem andern Produet; es ist also 
P—0 die Gleiehung einer Curve neunter Ordnung mit acht dreifachen 
Punkten. | 

Hierdurch allein ist die Curve noch nieht definirt, obgleich der Rang 


bestimmt ist und nicht grösser als 4 sein kann. Wir wissen: der Rang 


n a Zr EEE x 
u Be 
en 9 20. 
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darf auch nicht kleiner als 4 sein. Folglich kann die Curve andere Singu- 
laritäten nicht besitzen und speciell ? nieht in Factoren niedrigeren Grades 
zerfallen. — Indessen gehen doch aus der Form der Gleiehung schon 
Eigenschaften hervor, welche die Curve besonders charakterisiren. 

H,, und H,, schneiden sich zwar einfach in den Punkten 3 bis 8, 
aber nicht in 1 und 2. Folglich schneiden sie sich ausser in den llaupt- 
punkten noch in drei andern Punkten, die ebenfalls auf der Curve neunten 
Grades liegen müssen. Dies gilt für jedes Functionenpaar H,;, H;,. Es 
werden also durch niedrigere Gleichungen eine grosse Anzahl von Punkten 
definirt, die auf der Curve 2 liegen. 


$.4. 
Wir betrachten noch die beiden Systeme von gleicher Art, wie die 
vorigen: 


(IV.) N 9,23 don > Von %95 NV%n0ı9} 
(V.) Vo 1200104 > V®23% 375 NO dr» 
Hier ist nun (Formel (4.) in $ 3 und (2.) in $ 2): 
Vs, -Hı. 


Y®,an zu 
m 
Ys,.4 
/ F,. 
Id. = . 
YS,-] S; 


Folglich führt das erste System, wenn 
de 
(1.) PYs Ys1s Yo» = Jia 
gesetzt wird, zu einer Gleichung: 


(2.) Ja; = A H, Fa BH,;,F,;;. 
Ferner ist: 


J 
] , } $, s; 
> 


Ye, a f Gn; , 
| s.H; 
Von = I; 
Ys,.P 
folglich: 
Vo Vo un 1 H, ‚G12. 
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Hier ist nun: 
} p? /v 29 
Kay: Eu ge 
Fans 1 
Vs, 8; 
zu setzen; dann führt das zweite System zu der Gleichung: 
(4.) K.= CG,3H,,+D GH, .. 


Auf diese Weise zeigt sich, dass J,.,; und K,, Functionen vierten und fünften 
Grades werden. Und zwar sind die Terme, aus denen J,, besteht, O0 von 
der zweiten Ordnung in 1, 2 und 3, ausserdem von der ersten in 5, 6, 7, 8; 
diejenigen der Funetion fünften Grades K,, sind O0 von der zweiten Ordnung 
in 3, 4, 5, 6, 7, 8, von der ersten in 2. Aus denselben Gründen, wie in den 
früheren Fällen, folgt, dass J., auch im Punkte 4, K,, auch in 1 ver- 
schwindet. Die Curve vierten Grades J,;,,=0 geht also durch alle acht 
Hauptpunkte hindurch, und zwar sind «, 5, y Doppelpunkte; .die vom fünften 
Grade K,; hat alle von «, 5 verschiedenen Hauptpunkte zu Doppelpunkten, 
seht aber auch durch «, 5 selbst hindurch. Beide Curven sind hierdurch 
bestimmt. 

Um das System zu vervollständigen, ist noch die Einführung von 
acht Funetionen sechster Ordnung nothwendig. Ps, wird eine Function 
sechsten Grades, die im Punkte « von der dritten, in den übrigen von der 
zweiten Ordnung verschwindet. Man sieht dies aus folgendem System: 


r / rt Ber 3 i i / 
(\ I.) N®097%5945 Vorn®sn,; N %ı3%50; Vom ds; 


das nicht zu denen der bisher betrachteten Art gehört, aber doch die ge- 


meinsame Periode 15 hat und deshalb durch eine lineare Gleichung ver- 


bunden sein muss. Es ist 


Fi Bi 553 
V%ondr = V8185, 
Er Pen 
De ee, 
Ys,Vs, 
era 
qm 1s,;V7$,; 
Yo. = — p: Ka; 


deswegen kann diese Gleichung auf die Form gebracht werden: 

P's, = AF2»Ka+BF;K,3+CFuR;. 
Hier werden alle Glieder des Aggregats O0 von der dritten Ordnung im 
Punkte 1 und von der zweiten an allen übrigen Stellen mit Ausnahme 
von 2; das ganze Aggregat muss aber natürlich auch an dieser Stelle 
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von der zweiten Ordnung verschwinden. Diese ebenfalls bestimmte und 
nicht zerfallende Function sechsten Grades werden wir mit L,., bezeichnen. 

Wenn man nun die ganze heihe der Funetionen ersten bis fünften 
Grades F, G, H, J, K betrachtet, so sieht man, dass diese sich paarweise 
zu Producten ergänzen, Funectionen sechsten Grades, die gleichmässig in 
allen acht Hauptpunkten von der zweiten Ordnung verschwinden. Diese 
Producte bezeichnen wir gleichfalls mit 2. Dem linearen Ausdruck F,; 
steht auf diese Weise gegenüber die Funetion fünften Grades K,;; in der- 
selben Beziehung stehen @,;, und J,;,, endlich die beiden kubischen Fune- 
tionen H,;, und H,;,. Wir setzen 


Paz = Lie; 
Gr .5- Rj gy Mi z 
ar a} 


Hierzu kommen noch die acht Funetionen Z,.,. welche nicht zerfallen, 
dafür in einem der Hauptpunkte von der dritten anstatt von der zweiten 
Ordnung verschwinden. 

Es giebt aber nur vier linear unabhängige Functionen sechsten 
Grades, die in acht gegebenen Punkten von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden; ist 

u 9: 


ein solches System von vier Funetionen sechsten Grades, so können alle 
120 Grössen L, als lineare Funetionen derselben: 


6) L,= A,X+B,Y+40.Z+D\U 


dargestellt werden. Dies führt zu der auf dem Kegel liegenden Raumeurve. 
Wir fassen jetzt alle Gleichungen zusammen, durch welche die 
Grössen Z und ihre Factoren ursprünglich definirt sind: 


‚ / . Pr. v, u ö l 
F,; — } $, } S; ] V®, ‚ı, K, bj — ‘ EL y() — F , K 
| | Ys.Ys; 
\ PYvasy >/. V 
(6.) G,;; = ’ Js: —f ] $ ) S; } S, Yv, v3 L = (1, 3; J 

YSaY$s3V $; 
Pys,Ve, Pys; Yv.; 

ee een ul, du; 

) 53 } Su 





8 
(7.) A —— U „973 P’s, = | AR pP = IL (} Ss y. 


” ) r * 
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Die Combination dieser Gleichungen ergiebt zunächst 
(8.) P’v, 2 L,, 


für jeden der 120 Indices m; ausserdem verschiedene Formen der Gleichung 

neunten Grades ?=0. Eine Gruppe derselben haben wir schon betrachtet. 
Ausserdem ist: 

(9) Lonfd;. = LonH 

(10) JIaf.s = Fs@ 


aß; a "ap; 
> > r r 3 

a ee = Nlnnlan..ben 
12 34 56 78 


a,f? 


£ 


One 


Die mittlere von diesen Gleichungen zeigt, dass auch die drei Punkte, in 
denen F,;=0 und K,;=0 sich treffen ausser den Hauptpunkten, auf der 
Curve neunter Ordnung liegen; ebenso diejenigen drei, welche @,;, = 0 
und J;,=0 gemeinsam sind. Endlich kann vermöge der Determinanten- 
ausdrücke F, @, H, ete. jeder Quotient 
vum 
Fr 
rational durch die Verhältnisse der Grössen r, y, 3 ausgedrückt werden. 

Aber es ist bei dieser Darstellung auch evident, dass die Grössen 

[om zw 
rl: L. 
Functionen sind, die im Gebilde beständig den Charakter rationaler besitzen 
und nur an drei Stellen O0, an ebenso vielen unendlich werden: besonders 
leicht ist dies zu erkennen, wenn ZL, und L, zu den zerfallenden Functionen 
eehören: 
L„=0R, L,=ST. 
Die Hauptpunkte können dann nicht mitgerechnet werden, weil Zähler und 
Nenner in diesen von der gleichen Ordnung unendlich werden; die übrigen 
Nullpunkte von Q sind zugleich Nullpunkte von AR, weil die Gleichung 
der Curve immer in der Form 
OR,—RO, = 9 

seschrieben werden kann. Da die Anzahl der Nulipunkte immer drei beträgt, 


so sind 


A,„X+B,„Y+0,Z+D,U = 0 
die Gleiehungen der dreifach berührenden Ebenen derjenigen Raumeurve, 
deren Coordinaten X, Y, Z, U sind. Schon hieraus ist zu sehen, dass diese 
von der sechsten Ordnung sein muss. 
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SD. 

In dem Vorhergehenden wurde absichtlich auf die eonstanten Fac- 
toren, mit denen die Functionen F, @, H ete. als behaftet gedacht werden 
müssen, keine Rücksicht genommen, weil sich diese Frage einfacher alge- 
braisch oder mit Hülfe elliptischer Funetionen erledigen lässt. Auf diese 
Weise gelangen wir auch zu einer Verification der erhaltenen Resultate, 
namentlich des wichtigsten Punktes, dass die in verschiedenen Formen auf- 
tretenden Beziehungen zwischen x, y, z doch nur einer einzigen Gleichung 
äquivalent sind. Die Curve, deren Gleichung ? = 0 ist, ist eine den Geo- 
metern bekannte; es ist dieselbe, auf welche Herr Bertini in seinen Unter- 
suchungen über eindeutige involutorische Transformationen in der Ebene 
geführt wurde *). 

Es seien acht Punkte in einer Ebene gegeben, in der Art, dass nicht 
drei auf einer Geraden, nicht sechs auf einem Kegelschnitt liegen und auch 
nicht eine Curve dritten Grades gezogen werden kann, welche dureh alle 
acht Punkte hindurchgeht und einen derselben zum Doppelpunkt hat “*). 
Die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten dieser acht festen Punkte seien 


u. ai. er 


und x, y die eines variabeln Punktes. 

Wenn man alsdann zunächst die ganzen Functionen dritten Grades 
von x, y betrachtet, welche in diesen acht Punkten verschwinden, so lassen 
sich alle linear-homogen durch zwei unter ihnen, A und B, ausdrücken. Die 
Curven A=0, B=0, ebenso wie alle des Büschels A—4P = 0 haben dann 
noch einen neunten Punkt «a,, b, gemeinsam, dessen Coordinaten, wie be- 
kannt, rational durch a,, b,; ... au, 5b, dargestellt werden können. 

Gehen wir nun über zu den Funetionen sechsten Grades von x, 9, 
die in den acht gegebenen Punkten von der zweiten Ordnung verschwinden, 
so sind unter diesen vier linear unabhängige: X, Y, Z, U. Da aber offen- 


bar A’, B’ und AB zu ihnen gehören, so kann man direet 


XÄ=-A! Y=-4AB, Z=-P 


*) Bertini, Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie nel piano. Annali di 
matematica 1877. In einer Anmerkung erwähnt Herr Bertini, dass Eigenschaften der 
Curve schon vorher Herrn Cremona bekannt gewesen. 

**) Diesen Bedingungen entsprechen diejenigen Determinanten, durch welche sich 
die Nullwerthe der Theta im vorliegenden Falle am einfachsten ausdrücken lassen, 
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setzen, woraus folgt: 

Y-ZX =(, 
d. h.: Wenn man X, Y, Z, U als homogene Coordinaten eines Raumpunktes 
betrachtet, so liegt dieser auf einem Kegel zweiten Grades. 

Wenn man eine Function dritten Grades bildet, welche im Punkte 1 
von der zweiten Ordnung, und ausserdem in den Punkten 3 bis 8 ver- 
schwindet, so ist diese unter den angenommenen Voraussetzungen in den 
Punkten 2 und 9 von O verschieden, und sie wird jetzt genau bestimmt 
sein, wenn wir noch die Bedingung hinzufügen, dass sie in dem Restpunkte 
9 den Werth 1 erhalten soll. Diese unzweideutig definirte Funetion nennen 
wir jetzt H,.. Im gleicher Weise denken wir uns die ganze Gruppe 

H,>., H,:, AH., etc. 
bestimmt. Das Produet 
H,,: H, , au Lien 


besitzt dann im Punkte 9 ebenfalls den Werth 1. Da es linear durch U, 
A’, AB, B’ darstellbar sein muss, A und B aber im Punkte 9 verschwinden, 
so muss auch U im Punkte 9 einen von OÖ verschiedenen Werth besitzen. 
den wir = 1 annehmen können. 

Wir setzen jetzt 


Indem wir dem 4 einen festen Werth beilegen, wird der Punkt x, y auf 
eine Curve dritten Grades 

G=A—AIB=V0 
beschränkt, die — specielle Werthe von A ausgeschlossen — ohne Singu- 
larität und deshalb vom Range 1 ist. Führt man eine neue Variable « 
ein durch die Differentialgleichung 


dx 
Ba 


0@G ' 

Oy 
so werden x und y elliptische Funectionen dritten Grades von a, welche in 
denselben drei Punkten unendlich sind. Die Summe dieser drei Werthe 
des x, für welche x und y unendlich werden, sei c; ferner seien 


diejenigen Werthe, welche # in den auf der Curve liegenden Punkten 





en 
Bi 
3 
By 
BE 
Br 
” 
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a,, di; ... Ay, du, erhält. A und P sind dann proportional einer elliptischen 
Funetion neunten Grades f(w), welche für v=w, %, ... % verschwindet 
und für diejenigen Werthe, für welche z, y unendlich werden, von der dritten 


Ordnung unendlich gross wird. Es muss daher 


| 


ut ++. + = dc 


sein. Um diese elliptische Funetion vollständig zu bestimmen, nehmen wir 
an, dass ihre Ableitung für «= «, den Werth 1 erhält: 


f)= 1. 


$ 6. 

H,, wird nun ebenfalls eine elliptische Function neunten Grades, die 
für dieselben Werthe unendlich wird wie f(«) und von derselben Ordnung. 
Von den Nullwerthen sind acht unmittelbar gegeben; es wird nämlich 


H.=0 für «= «u, von der zweiten Ordnung; ausserdem von der ersten 
für v=W, %, ... % Der Quotient 
H; > 
(1.) — = yı.(u 
\ 7 f(u) „N / 


ist daher eine elliptische Funetion zweiten Grades, welche unendlich wird 
für v=w und va=w, O für «= wu; sie muss deswegen ausserdem noch O 
werden für v= w+mw-—u,. Da für «= 

A=l f)=-0 fol 
wird, so ist 

u—u)y,,u)=1 für u= u. 
Wenn wir jetzt das Produet bilden: 


N 


(2.) (u) v,,() zu 7 (d), 
so heben sich die Null- und Unendliehkeitswerthe «, und «, gegenseitig 
auf; wir erhalten wieder eine Funetion zweiten Grades, deren Entwiekelung 
in der Nähe der Stelle «, anfängt mit 
l 
(u—u,)' 


und welche O0 wird für 
ao = W—Uu und um = W—U.. 


Diese lässt sich also durch die Weierstrasssche Grundfunetion g( 
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sender Weise darstellen: 


3.) 2a) = plu—m)— (u —;). 


Somit ergiebt sich: 
4) Lan = H:H,, = f\pla—w)—p(u—)|. 


In ähnlicher Weise lassen sich die übrigen Grössen ZL, darstellen. 
Bilden wir jetzt das Produet 


5) ville = Ye, 

so wird dieses für «= w,, %, a ebenfalls weder O0 noch »; denn es wird 
zwar 9%, = x für a=a,, für denselben Werth aber der erste Factor y, =. 
Somit ist dies eine Function dritten Grades, welche © wird für „=, wie 

Fu 

(u—u,)’ ’ 
und 0 für u = %—U, W—%, %—%. Diese muss sich deshalb dar- 
stellen lassen in der Form 


Y,n3(0) = —39 (u—m)taplu—w)+b, 
wo a, b von « unabhängig sind. 

Vertauschen wir zwei Indices, z.B. 1, 2, so erhalten wir eine Func- 
tion, die sich in der gleichen Form darstellen lassen muss, die aber für 
die entgegengesetzten Werthe von u— so: 

U—U, b—U, WU; 
verschwindet. Somit müssen für diese die Coefficienten a, b entgegengesetzte 
Werthe erhalten. Daraus folgt: 


(6.) v23(a)+ W130) = pH (u—%) 
oder: 


()  H,.R;,;H,,+H,,H,.H,,;, = -fp(u—u). 


Aus dieser Gleichung geht hervor, dass der Ausdruck auf der linken Seite, 
den wir jetzt als rationale Function der unabhängigen Grössen x, y mit 
P(x,y) bezeichnen können, ungeändert bleibt, wenn wir die Indices oder 
Punkte 1, 2, 3 durch irgend welche anderen der Reihe 1 bis 8 ersetzen. 
Die Identität ist für einen willkürlichen Werth von 4, somit für jeden Punkt 
der Ebene erwiesen. Wenn in Bezug auf das Vorzeichen die Gleichung 
nicht in Uebereinstimmung ist mit der Formel (6.) in $3, so ist der Grund 
hierfür natürlich in dem Umstande zu suchen, dass wir hier besondere — 
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und zwar genauere — Festsetzungen über die eonstanten Faetoren der 
Funetionen H getroffen haben. 

Wir nehmen als Anfangspunkt des Integrals x den Punkt 9, sodass 
u =d Ist. 


Den Gleichungen (4.) und (7.) können wir dann folgende Form 


geben: 
Lu; 
fi \ +1! N / \ N n 
(8.) g = mp(u)tm, 
$(r y) .. 
( ’ * J men / / \ 
(9.) B = no (u), 


wo m, m und » von « unabhängig sind, und zwar m, » von 0 verschieden. 
In der Gleichung (8.) können wir L,,, ersetzen dureh irgend eine Function 
U sechsten Grades, die in den acht festen Punkten von der zweiten Ord- 
nung verschwindet, aber nicht im Punkte 9, denn es ist dann Z,,, identisch 
mit einer linearen Function von U, A’, B’, AB; das Verhältniss A: B aber 
constant für die Punkte der Curve @. Es ist also auch: 

/ U I 

(10.) gr = eplW)+e, 
wo e und e' als Constanten zu betrachten sind, unter der Voraussetzung, 
dass der Quotient 


A 
B 


nicht variirt wird. 

Diejenigen Punkte der Curve @, in denen diese zusammentrifft mit 
der Curve neunter Ordnung, abgesehen von den Hauptpunkten, sind durch 
die Gleichung 9'(a) = 0 definirt. Diese Gleichung kann, zufolge (10.), er- 
setzt werden durch: 


(4...) = 0 


Bi ie .. 
welche gilt, wenn B nicht variirt, d.h. 


AN 
12) dl) = 0 
. y A 1 : . h 
angenommen wird. Nun sind B und g; rationale Funetionen von x und y; 
die Gleichung der Curve neunten Grades wird also erhalten, indem man 


dx, dy aus (11.) und (12.) eliminirt: 


Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 3. 26 
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A b 2U 
0A 0oB oUL 
(13.) OX 0X or | v, 
0A OB Oo©U 
oy Oy oy 


| 


Noch symmetrischer wird diese Gleiehung, wenn man wieder homogene 
Coordinaten x, 9, » einführt: 

OA oB oU 
Ox Ox OX 
oA oB oU 
oy 0y  0y 
0A 0oB OU) 


00 0% 0% 


(14.) 0. 


\ 


Zu der Gleichung der auf dem Kegel 
XAZ=- 7° 


gelegenen Raumeurve sechster Ordnung, deren 120 dreifach berührende 
Ebenen durch die linearen Ausdrücke L, bestimmt werden, kann man auf 
folgende Weise gelangen. 

Es giebt im Ganzen 22 linear unabhängige Funectionen achtzehnten 
(Grades von x, y, welche in den acht Hauptpunkten von der sechsten Orl- 
nung verschwinden. Davon lassen sich 16 bilden als kubische Funetionen 
von U, A’, B’, AB; sieben andere sind: 

DPD; DUA, PUB, DA, DPAB, DAB, PB. 
Zwischen diesen 23 Ausdrücken muss also identisch eine lineare homogene 
(rleichung mit constanten Coefficienten bestehen. Indem wir denjenigen 
Theil des Aggregats, welcher eine kubische Form von U, A’, AB, B? ist, 
als M(U: A, B) bezeichnen, können wir dieser Gleichung die Form geben: 
(15.) M(U; A, B) = c®$#’+®PN(U; A, B), 
wo N ebenfalls einen ganzen rationalen Ausdruck bedeutet. 

Beschränkt man jetzt x, auf eine willkürliche Curve des Büschels — 
also den Raumpunkt auf eine Gerade des Kegels —, so geht durch die 
Formeln (9.) und (10.) die Gleichung (15.) über in eine Relation zwischen 
(a), 9'(uw), welche in Bezug auf 9 (a) quadratisch, in Bezug auf @(u) vom 
dritten Grade ist. Dies kann keine andere sein, als die Differentialgleichung 
für 9'(a). Hieraus folgt, dass der Term 2N, welcher linear in 9'(w) wird, 








Schottiky, über specielle Abelsche Functionen vierten Ranges. 205 


identisch verschwinden muss für jeden Werth von 4. Man kann deswegen 


direet 
\ > / rY 
= IKU; AB 
setzen. — Es giebt, wenn wir von eonstanten Factoren absehen, keine 


andere ganze rationale Function von x, y, für welche eine solche Identität 
sich aufstellen liesse. Denn, wäre auch 
Pe = Bull: Ai 8), 
wo M, gleichfalls eine kubische Form von U, A’, B’, AB bedeutet, so 
müsste auch ?, in den acht Hauptpunkten von der dritten Ordnung ver- 
schwinden. Daraus würde folgen, dass sich ?, in der Form 
PD, = cPL?,+N. (U; A, B 
darstellen liesse, wo N, einen Ausdruck bedeutet von derselben Art wie 
der oben mit N bezeichnete. Wir hätten dann für ? eine Gleichung 
2:PN, = M—-e’M—N,, 

die unmöglich ist, ausser für N =0. — Dies giebt eine Methode, alge- 
braisch zugleich die ebene und die entsprechende Raumeurve zu definiren: 

Wenn man vier linear unabhängige homogene Functionen sechsten Grades 
von x, y, 3 aufstellt: 

> ur u 
die in acht festen Punkten unabhängiger Lage von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden, so besteht zwischen ihnen zunächst identisch eine quadratische Glei- 
chung mit verschwindender Determinante (also die eines Kegels): 
K=>%V. 
Unter den rationalen Functionen von x, y. z giebt es dann eine durch 
diese bedingung bis auf einen constanten Factor bestimmte deren Quadrat 
sich als ganze kubische Function von A, Y, Z, U darstellen lässt: 
Pla, Y. 2) £; MA, ., 2, U). 

Dieselbe ist der gemeinsame Theiler der vier Functional- Determinanten von 
A, Y, Z, U. Diejenigen speciellen linearen Ausdrücke in X, Y, Z, U, welche, 
als abhängig von x, y, z betrachtet, zerfallen in die Facloren F,., K,.;: 
@ 5, Jus,; H H 
Ordnung Null werden, definiren die 120 dreifach berührenden Ebenen der auf 


;..„ oder endlich in einem der acht Punkte von der dritten 


a,2 


dem Kegel K=V0 gelegenen Raumeurve sechster Ordnung MN = V, 


Zürich, den 5. Februar 1887. 
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Bemerkungen über 4:= 7, +, =0 * 
OX oy 


(Von Herrn P. du Bois-Reymond.) 


Unter der Benennung Dirichletsches Prineip werden zwei Sätze zu- 
sammengefasst: Erstens das Existenztheorem, nach welchem es stets eine, 
mit ihren Differentialquotienten im Innern einer geschlossenen Curve stetige, 


0°2 0°z 1 n a . . R 
tan 0 genügende Function z giebt, die sich 


bei Annäherung an jene Curve einer dort willkürlich gewählten Function 


der Gleichung 42 = 


unbegrenzt nähert, und zweitens das Eindeutigkeitstheorem, nach welchem 
die Funetion z durch die willkürlich gewählte Randfunetion eindeutig be- 
stimmt ist. Die erstere Behauptung ist meines Wissens von Dirichlet im 
Druck nieht ausgesprochen worden. Doch findet sie sich in dem sechsten 
Abschnitt seiner Vorlesung über Potentiale in der @rabeschen Wiedergabe. 
Auch beruft sich Riemann auf jene Vorlesung **). Der dem Existenzbeweise 
zu Grunde liegende Schluss, den man auch bei @auss ***) findet, auf das 
Vorhandensein einer Funetion, die ein gewisses Integral zum Minimum 
macht, wird heute mit Recht nicht mehr als bindend angesehen, und, wie 
ich hinzufüge, ist er bei Doppelintegralen (um so mehr bei dreifachen Inte- 
eralen), bei denen die Function über eine ganze Fläche mit gegebenen 
Begrenzungen sich erstrecken soll, besonders bedenklich. In dem Dirichlet- 
schen Beweise spielen zudem noch die Randwerthe der Differentialquotienten 


*) Dieser Aufsatz ist ein Theil einer vor längerer Zeit verfassten Abhandlung über 
den Titelgegenstand, deren Fortsetzung ich bei Gelegenheit veröffentlichen werde. Einiges 
im vorliegenden Aufsatz ist in einer inzwischen erschienenen Schrift des nun verstorbenen 
Axel Harnack ebenfalls behandelt. Doch ist es so wenig, dass ich deshalb keine Aende- 
rung in der ursprünglichen Abfassung für nöthig erachtet habe. 

**) Riemanns ges. Werke,. pag. W. 
***) Alloemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse etc. 
Art. 31. 


+ 
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der unbekannten Funetion eine übrigens auch den Eindeutigkeitssatz berüh- 
rende Rolle, welche die T'ragweite der Beweise einschränkt. 

Von Beweisen in der Funetionentheorie. namentlich Existenzbeweisen, 
kann man auch ohne eingehende Prüfung aussagen, dass sie ungenügend 
sind, wenn sie nicht zu genauen Bestimmungen führen über die Schranken, 
innerhalb deren die Funetionen des Existenzbeweises sich bewegen dürfen. 
Wie Herr Kronecker treffend bemerkt, ist jeder wirkliche Existenzbeweis in 
seinem Nerv eine Vorschrift zur wirklichen Darstellung der Grössen, die als 
vorhanden -bewiesen werden sollen, wenn eine solche Darstellung auch aus 
äusseren Gründen unausführbar erscheinen mag. So muss denn ein be- 
friedigender Fixistenzbeweis genaue, wenigstens ausreichende Bedingungen 
ergeben. Daher besteht der positive Werth der guten Beweise der Func- 
tionentheorie darin, dass sie den zu beweisenden Sätzen einen verlässlichen 
Gültigkeitsbereich abgrenzen, was einige Mathematiker zu übersehen scheinen. 
Sie stellen nicht bloss Wahrheiten fest, „die längst nicht bezweifelt wurden“, 
sondern sie bestimmen Gebiete, ausserhalb deren die Wahrheiten Irrthümer 
werden können. 

Was nun das Dirichletsche Prineip betrifft, so ist sein zweiter Theil, 
der Eindeutigkeitsbeweis, von bleibendem praktischem Nutzen. Denn die 
Verhältnisse am Rande, das Unendlichwerden der Differentialquotienten, die 
Unstetigkeiten der Randfunetion, die Beschaffenheit der Randeurve selbst. 
kommen in den Anwendungen kaum in Betracht. Hinsichtlich des Existenz- 
beweises darf man auf Grund von Beispielen und allgemeinen Ueberlegungen 
die Hoffnung hegen, es werde nachzuweisen gelingen, dass seine Behaup- 
tung richtig ist für eine rectifieirbare Randcurve *), die sich nicht schneidet, 
und für eine integrirbare Randfunction. Ob der Eindeutigkeitssatz so weit 
sich erstreekt, ist wegen der unendlich werdenden Differentialquotienten von 
» am Rande fraglich, doch sprieht in dieser Hinsicht kein Beispiel 


geren 


*) Ich bin auf diesen Begriff näher eingegangen in einer Abhandlung: „Erläuterungen 
zu den Anfangsgründen der Variationsrechnung“, Leipz. Ann. XV. Band, pag. 283.  In- 
dessen ist bei den partiellen Differentialgleichungen wohl ein beschränkterer als der dort 
entwickelte Rectifieirbarkeitsbegriff angemessen, obschon nicht nothwendie. Da nämlich, 
vor der Hand, die Beschaffenheit der am Rande aufzustellenden Functionen, der dort 
willkürlichen und der die Integration bewirkenden die Hauptschwierigkeit bildet, so wird 
man das Problem nicht unnöthig verwickeln wollen, und als rectifieirbar zunächst solche 
Functionen zu verstehen vorziehen, die einen bis auf einzelne Punkte stetigen Differential- 
quotienten besitzen. 
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- + =0. 
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ihn. Wenn die Randeurve sich schneidet, s also nicht mehr eindeutig ist, 
so finden verwiekeltere Verhältnisse statt, die wir hier ausser Spiel lassen. 

Bekanntlich hat Herr ©. Neumann es unternommen, mit Hülfe seiner 
\lethode des arithmetischen Mittels *) den Existenzsatz wiederherzustellen, 
und es ist ihm dies schon in solchem Umfang geglückt, dass voller Erfolg 
zu erwarten ist. Um so mehr darf gegenwärtig der, welcher in dieser 
Materie forscht, mit einiger Beruhigung das Dirichletsche Prineip wenigstens 
als eine Voraussetzung, gleichsam als Axiom gelten lassen, allerdings mit 
der nöthigen Vorsicht die Randverhältnisse betreffend. 


Die doppelte Entstehung des Integrals über die Randeurve. 


Sind z und © zwei Lösungen von J3=(, so ist: 


ve ie r ni 
. O& 02 FE 5: 078 

(1.) Ude-+Vdy = (z de BEER, ech )dr+(E 3 Jay 

; O r 


/ OÖ oy ÖXx 


ireet zu sehen, dessen Integral über eine 


nn, 


ein vollständiges Differential, wie ( 
geschlossene Linie also unter gewissen Umständen Null ist. 
Andererseits findet man, wenn man C4z=0 oder 345 = 0, oder 
(nach Riemanns Vorgang) 
CC» <o Ö So 02 oL Oo “. 03 o& N 
CJ3—-2IL = - (£ as — )-+ (£ —)- )=0 
cz IT BZ 
mit dedy multiplieirt und über ein Areal summirt, dass das Integral 
/(Udx+Vay) 


über die Begrenzung des Areals ebenfalls unter gewissen Umständen Null 
ist. Es handelt sich also nur um die Bedingungen, unter denen in beiden 


Herleitungen das Integral /(Udr+Vay) Null ist. 


N. oU oV 
(Geht man von der Gleichung ya, aus, und setzt 


f(@, 9) = / Ua, ydr+/ Ve, ydy+C, 


j Oo 5 of . r r la 
so ist ÜU= ii #- m. a Sodann sind e und e,, sonst willkürlich, so zu 
u ey 


*) „Ueber die Methode des arithmetischen Mittels“ (XIII. Bd. der Abh. der matl.- 
phys. Klasse der K. Sächs. Gesellschaft d. Wissensch.) und andere Schriften. 
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wählen, dass die Integrale einen Sinn haben. Dann ist 


/ "(Udze+Vdy) = f(x, y)—f(z., Yı) 
auf zweien die Punkte z,, y, und x, y verbindenden Integrationswegen 


eleich, wenn 1. die Integrationswege rectifieirbar sind; wenn 2. 


, r TR = OU(z,y) TRATAR 
Uz,y) und V(e,y) = F öy Ve,y 
auf und zwischen den Integrationswegen nur so, und zwar nur in Punkten un- 


stetig werden, dass dies keinen Einfluss auf die Integrale hat. Würden sie 
in Linien unstetig, so würde das Integral /(Udx-+Vdy), falls sein Weg so 


eeändert wird, dass er dabei die Unstetigkeitslinie in sich aufnimmt und 
wieder verlässt, ebenfalls unstetig geworden sein. 53. wollen wir U und ) 
unverzweigt voraussetzen. 

Diese ausreichenden Bedingungen für U und V, in denen diese selbst 
und ihre Argumente in gehöriger Weise vertauscht werden können, sind zwar 
unsymmetrisch. Dies ist indessen nicht ohne Analogon in der Theorie der 
vollständigen Differentiale (s. meine „Allgemeine Functionentheorie“, pag. 136, 
Anm. und O0. Hölder, „Beiträge zur Potentialtheorie“ ”), pag. 69). 

Die Bedingungen für U und V lassen sich leicht in solche für 
und © übertragen. 

Man erhält solche Bedingungen für 3 und T direet durch die zweite 
Methode der Integration, z.B. von C/3=0 über ein Areal. Man nimmt 


darin & mit allen seinen in Betracht kommenden Differentialquotienten stetig 
an, und z so beschaffen, dass die Integrale von L- Ss HE - F nach x resp. 
y durch zweimalige partielle Integration auf die bekannte Weise trans- 
formirt werden können. Dies setzt zwar die Integrirbarkeit von 3 In 
voraus, gestattet diesen Grössen jedoch so unendlich zu werden, dass im 


Flächenintegral über die Unendlichkeitsstellen hinwegintegrirt werden kann, 


O% 


np . . UÜx% 5 . 
wodurch auch den Differentialquotienten — — und das Unendlichwerden 


OL ( Y 


ermöglicht ist, nur nicht in Linien, schon weil die Randeurve nicht mit 


*) Inauguraldissertation. 








n2. n2 
0% 0% 
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solchen Linien zusammenfallen dürfte. Von der Flächenbegrenzung muss 
ferner die Neetifieirbarkeit vorausgesetzt werden. Nimmt man endlich, worauf 
wir uns hier besehränken, z und € im Areal unverzweigt an, so ist eben- 
falls iiber seine Tg erstreckt 


N er de a 


Für den Weg u das Doppelintegral scheint übrigens Riemanns 


R 


oben erwähnter Ausgangspunkt zweckmässiger zu sein. Aber ich glaube, 
dass der Weg über das vollständige Differential überhaupt den Vorzug 
verdient. Die auf beiden Wegen erhaltenen Bedingungen sind, wie ich finde, 
im Wesentlichen gleiehwerthig. Doch gehe ich schon deshalb auf diesen 
etwas heiklen Gegenstand hier nicht weiter ein, weil ich doch darauf werde 
zurückkommen müssen, wenn ich bei einer späteren Gelegenheit die all- 
eemeine 'T’heorie des einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zugeordneten vollständigen Differentials, deren Grundzüge ich schon mit- 
theilte *), eingehender zu entwickeln haben werde. 


3. 
Der erste Integralsatz der Gleichung Az= (0). 
Es seien x, y die Coordinaten der Punkte der Randeurve; S, 7 
die eines Punktes im Innern, es sei 
= (2—N’+(y—n)” und S=R=loge: 


dann findet man bekanntlich 


mn Sen ara 


= / ds (z - — 2) 

. oN Ran 
die Integrale über die Randeurve genommen. Man kann vom Differential 
(1.) ausgehen, es über die Randeurve und über einen um den Punkt $, 
als Mittelpunkt gelegten Kreis, die man auf die übliche Weise durch eine 
Verbindungsdoppellinie zu einem Zug vereint, integriren, dann {= R setzen 


-_ 


)ayı 
(1.) 





und den Kreis sich in seinen Mittelpunkt zusammenziehen lassen. Oder 


*) „Ueber ein in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen auftretendes voll- 
ständiges Differential“, Math.-naturw. Mittheilungen von Böklen (bei Fues in Tübingen) 1. 


BER RIENERNERN. a 
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man nimmt als Areal für das Doppelintegral die Ringfläche zwischen der 
Randeurve und dem Kreise und verfährt dann ebenso. Etwaige Unendlich 
von z schliesst man durch Kreise aus mit Radien 0, und sie bleiben ohne 
- 7 ‚, &% , 0% 02 02 
Wirkung, wenn die Producte 0 —-, 0, wo. und „ den Periphe- 
Or oy COX oy 

rien der Ausschliessungskreise angehören, mit 0° verschwinden. 

Ich führe dies an, um folgende Bemerkung daran zu knüpfen. Diese 


ganze Herleitung setzt voraus, dass die Grösse z unter dem Randintegral 


eine Funetion der zwei Variabeln x und y sei, welche der Gleichung 42 = 0 
senügt. Denn das Integral über das Differential (1.) ist nur unter dieser 


7 


Voraussetzung gebildet, und die Funetion z unter dem Doppelintegral muss, 
den Rand inel., ebenfalls der Gleichung /z = 0 genügen, da sonst am Rande 


02 
oN 
Wenn man nun gleichwohl in der Formel (I.) an Stelle der Func- 
tion z zweier Variabeln sich eine Function einer Variabeln, d.i. s gesetzt 
denkt und diese Function willkürlich sein lässt, so geht die Berechtigung 
hierzu durchaus nicht aus der obigen Ableitung hervor, sondern erst aus dem 
stillschweigend vorausgesetzten Dirichletschen Prineip. Allerdings ist dieses 
Prineip nicht seinem ganzen Umfange nach nöthig. Es ist für die Ab- 
leitung von (I.) nur nöthig zu wissen, dass es für eine gegebene Rand- 
curve und eine dort gegebene willkürliche Function stets eine Lösung 2 
von Jz3=0 giebt, die bei Annäherung an die Randeurve der dort gegebenen 


lineare Unstetigkeiten auftreten würden, und dort keinen Sinn hätte. 


Funetion sich nähert, die sonst den oben angegebenen Stetiekeitsbedingungen 


.a . . .0 ’ ( S ( S . „ x “ 
senügt (die gewiss erfüllt sind, wenn z, — , — - stetie sind), der jedoch 
oO o oO ’ or Oy ben) j . 
in Punkten Unstetigkeiten gestattet sind, bei denen die oben näher angegebenen 


rn 
.. , 0% , O2 . f > . - 
Grössen 0 ie - mit 0 gegen Null convergiren. Dann folgt aus der 


obigen Formel (l.), dass auch diese Unstetigkeiten ausgeschlossen sind. 
a . a 0% A a 
vorausgesetzt, dass der Differentialquotient 5y hicht in einer Weise un- 
Oi 


stetig wird, welche das Integral sinnlos macht. Diese letztere Möglichkeit 

ist zwar sehr störend, indessen gewinnt man doch den Satz, dass, wenn eine 

Funetion innerhalb eines Bezirks der Gleichung 43 = (0 genügt und man 

von ihr weiss, dass sie darin sammt ihren ersten Differentialquotienten stetig 

ist bis auf einzelne Punkte, in denen sie es vielleicht nieht ist, in jenem 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 3. 27 
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Bezirk Unstetigkeiten nicht möglich sind, bei denen die obigen Grössen 
o' = o' dy mit o’ verschwinden. Denn man kann in jedem solchen Be- 
zirk beliebige kleinere abgrenzen, in denen die Formel (1.) ohne Zweifel 
gilt. Also sind bei Functionen, welche /3= 0 genügen, punktweise Un- 
stetigkeiten der angeführten Art ausser in Verzweigungspunkten überhaupt 
nicht möglich. 

Die Formel (l.) veranlasst noch folgende Ueberlegung. Sie ist 


offenbar eine Lösung von /3 = 0), welche Functionen von s auch für 3 und 
03 


„y genommen werden mögen. Ja, wenn man das Integral bildet 


2 = /(Zy,(oR,)ds, 


wo die Y,(s) beliebige Funetionen vorstellen und A, eine beliebige Suc- 
cession von Differentialquotienten von R nach $ und n, so ist Z eine Lösung 
von AZ=(, die innerhalb der Randeurve mit sämmtlichen Differential- 
yuotienten stetig ist. Dies lehrt, ein wie unsicherer Begriff der der will- 
kürlichen Funetionen bei partiellen Differentialgleichungen ist, namentlich 
wenn sie unter Integralen auftreten. Denkt man sich nämlich innerhalb 
der Randeurve eine zweite Curve, so ist Z= F(s) auf dieser zweiten Curve 
Randfunetion für deren Inneres und bestimmt nach dem Dirichletschen Prineip 
674 
ON 
tion im Innern. Also beschränkt sich die Mannigfaltigkeit der willkürlichen 
Funetionen p,(s) auf die der Einen #(s). 


oder nach Gleichung (I.) (weil nämlich Z und stetig sind) die Func- 


4. 


Der Integralsatz (l.) und das Cauchysche Randintegral. 


Man hat zwischen dem Cauchyschen Satz 
"f(z)dz 
2nifle)= / mn 


(wo ich, um an gewohnte Bezeichnungen mich anzuschliessen, nicht wie in 
den vorigen und folgenden Artikeln unter z, & Lösungen der Differential- 
gleichung /3=0 verstehe, sondern 3= c+iy, 5=5+in setze) und der 
Fourierschen Formel eine Verwandtschaft vermuthet, die aber nicht zu existiren 
scheint. Dagegen steht er zur Gleichung (I.) in nächster Beziehung. Ich 














ng N\9 
u 0% 0° c 
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setze noch f(z)=u+tiv, JS=x—$, In=y—n, so wird die Cauchysche Formel: 


ups. ir; dr+idy)(u+iv),,, 
[4 f | 1. => ( | 
2nilutiv):,, / AE-+im 


woraus folgt: 


’ fde(vI5—uAn) + dy(ud&+vAn) 
nu = / BEL m’ 
’ f de(uI&+vAn) — dy(vd£—uAn) 
ano = J JIE’+ 4m” 
Bedenken -wir nun, dass, wieder 
R = Llog(45°+4n') 
gesetzt: 
dyIE— dz4An # OR OR oR 
ae = dy;_, — di u an ds, 
dzdE+dydn BR OR _ OR KL; oR 
En a dx 5, 1 dy ee = ds 


ist, so folgen die dem T'heorem (I.) entsprechenden Formeln: 


2nu = fas (a = +0 =); 
—2nv = fas (u —v 5 


von denen z.B. die erste in das T'heorem (1.) übergeht, wenn man 
2 
vr = v+ /ds ON 
einführt und partiell integrirt. Multiplieirt man die zweite der vorstehenden 
Gleichungen mit ö, addirt beide und multiplieirt noch einmal mit i, so erhält 
man wegen: 
dz ah ds(©* Se) 
PEN ös ' "ON 


das Cauchysche Fundamentaltheorem zurück. 


). 


Die Greensche Function. 


Nach der Greenschen Methode eliminirt man aus (1.) den Differential- 


quotienten =, indem man die Herleitung von (I.) wiederholt, aber nicht 


mit der Lösung ©=R, sondern mit einer solchen @(&,, m; &, n). in der 








r 
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2 

% 
N 2 = Ö. 
Ox 


Oy & 
&, n als fest gedacht sind, die am Rande (,=xz, n,=y) in R übergeht, 
im Innern aber sammt ihren Differentialquotienten stetig ist. Die Annahme 
einer solchen Funetion @ ist nach dem Dirichletschen Princip gestattet. 
Man hat dann 


en 
) 


» vr A. . &, I2 : 
0 = Sds(z END Fe u), 


ON ON 


und dies von (l.) abgezogen giebt: 


2nz = [dssH(«, y;S,n), 


Wo 
OR, y;&n) _ 062, y35n) 


Hz, y; 5, n) = N ON 
G(&,, 91; 5, n) Ist die von Herrn C. Neumann *) Greensche Function genannte 
(rösse, und er zeigt u. A. von ihr, dass sie nach den Variabelnpaaren 
symmetrisch ist, dass 
GN; 5) = an En Mm) 
Die Function 
C . Llog(( + m—n))-@Cs, N; 5 1) 

ist ein Integral von /Ö=0, das am Rande Null, für 5=$, n,=n aber 
logarithmisch unendlich wird. 

Um ein Beispiel einer @reenschen Function zu geben, nehmen wir 
als Randeurve eine Kreisperipherie. Es soll also @($,, 7,5 $, 7) für = x, 
,=y gleich Llog((2—$)’+(y—n)’) werden. Versuchen wir den Ansatz 

as, m; 59) = Hlog((& wu) +m—e))+zloge. 
Es sollen # und » von $, und 7, unabhängig sein, so dass die rechte Seite 
A42—=0 genügt. Es muss also sein 
@-9’+W- m? = ela-w’+W-0)! 
in der Randeurve. Dies giebt wegen @’+y’=R? (R hier Halbmesser des 
Kreises) 
R+S&°+n—225—2yn = cR-+clwW+vV)—2ru—2yv, 

welcher Gleichung genügt wird durch: 
n Er 


u = v— ® e= gr 
I ce‘ R’ I 


Irre 


2) 


op o’Pp 


u u OR, 
Ox°’ ” oy’ 


*) „Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung: 


dieses Journal Bd. 59, Art. 1. 
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woraus folgt: 
i ’ R‘ , R’ 2- | & 4 n? 
G(&,n;$n) = Hog|(&,— 2) | (m- N m ) | H4log Ta 

= Hog[R’+E HH) E+H)—2R; 


Am ersten dieser Ausdrücke erkennt man die Stetigkeit von @ nach &, 
am zweiten die Symmetrie nach $, n und &,, 7 


I 
In 


EN 


55 +nm)]—$logR'. 


ii? 


6. 
Das Integral über die Kreisfläche. 
Besondere Randeurven, für welche das allgemeine Problem, die 
Funetion H in 


(II. 2nz(&,n) = [dssH(z, y;&,n) 


zu finden, sich lösen lässt, hat bis jetzt hauptsächlich die Lehre vom 
Potential und von der Abbildung ergeben. Unter allen bietet die Dar- 
stellung von z für die Kreisfläche den grossen Vortheil, dass das Dirichletsche 
Prineip sich in weitestem Umfang bewahrheitet, und dass man an diesem 
Beispiele mit geringer Mühe feinere Eigenschaften der Integrale von Su, 
die wahrscheinlich allgemein sind, studiren kann. Diese schon von mehreren 
Autoren, u. A. den Herren Schwarz und Prym und auch von dem Verfasser, 
behandelte Materie soll in dieser Mittheilung wieder aufgenommen werden. 

Der Integration von 4z für die Kreisfläche liegt das partieulare 


Integral 2 = (ce-+iy)*“ zu Grunde, welches für e=rcose, y=rsin« sofort 
das weitere: 


(Ar“ + Br”“)(Ceosua+ Dsinu«) 


\ 


liefert, in welchem man für den 


pr ’ Mn 
gegenwärtigen Zweck « durch . ‚ C und 


D dureh die Coeffieienten der Fourierschen Reihe ersetzt. wodureh es wird: 


(Ar“+Br) / dOf(9) cos — (9—.a). 


Statt der Grenzen O0 und 2e kann man —e und +ec nehmen. Die Grösse 


N 


Br”“ liefert das Integral über die Kreisringfläche *), die wir hier nicht 
betrachten. 


*) Siehe die in der vor. Anm. eit. Abh. des Herrn ©. Neumann und die des Herrn 
Schwarz, dieses Journal Bd. 74, pag. 241. 
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Wir setzen A= R”“ und bilden das Integral 


prt 


es = }/ aofl)+ F} er? "dof(9)cos ?" (0-0). 


Für e=n bedeckt es die Kreisfläche einfach, für e = 2n, 3n, ete. bedeckt 
es sie zwei-, dreifach u. s. w. mit einem Windungspunkt der ersten, zweiten 
u.8. w. Ordnung in der Mitte. Am Rande, also für r=R, erhält z den 
Werth f(«). Setzt man —c und -+c statt O0 und 2c, so kann man auf die 
bekannte Weise zur Fourierschen Formel übergehen. Man erhält: 


ns = / dy/ "aoro)(4) cosy(0- 0). 


0 —)1 


Man kann diese Formel auch direct aus dem obigen particulären Integral 
etwas allgemeiner erhalten: | 


ns = Sf d9f(9) | Ar’ +Br”|cosy(9—e), 


wie sie für die Ringfläche verwendbar ist. Die vorige Formel giebt. 
r 


As, gesetzt: 


ie 
nz = / "d9f(6) ELBE: 


x 
Es lässt sich leicht verifieiren, dass für e=0 (r=R) man 3=f(X&) erhält 


und zwar für -—e<ae<+twx. Also ist r=0 ein Windungspunkt der 
Ordnung © der Fläche 3=F(r,«), in welchem 3 = 4{f(x)+f(—-x)) ist. 
Man kann auch aus diesem Ausdruck einen Windungspunkt beliebiger 
Ordnung zurückerhalten, indem man f(®) um 2n, 4r, ete. periodisch an- 
nimmt, wobei das Integral auf die übliche Weise in das Integral einer 
Summe sich verwandeln würde, die mit der folgenden der Fourierschen Reihe, 
bevor r=R gesetzt ist, übereinstimmen müsste. Indessen habe ich dies 
nicht näher untersucht. 

Für e=n wird die obige Reihe, wenn man sie zunächst schreibt: 


% 2 2 1 > 
cz — e; dOf(oyYy+e ° C08 = (O—a)-+e° 08 - (9-0)+--, 


in 
r “Ir . on 
me = / ) 1— 28 cos(O—a)+e’ 





übergehen. 
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Ich werde fortan schreiben 
1—e 

H(e, w) = 

(& v) 1— 28cosw-+e’ 
indem das Argument & stets <<. 1 angenommen wird. Dann ist H(e, w) stets 


endlich und positiv, und es ist: 


[ "dOHl, O-«) = 2a. 
Do 
Hinsichtlich des Kreisflächenintegrals 


2nz = / "dOF(O)Hle, O-a) 


0 
ist noch zu bemerken, dass für <=0, d.i. im Mittelpunkt des Kreises 


ER 
z = ,./ dOf(O) 


v) 


‚ a e R | 
ist. Ausserhalb des Kreises ist u und setzt man e= —, so wird 
| p 


273 = —/ "dOf(O)Hlß, 9-0), 0 <e<1. 


Fürr=x, d.il.e=(, ist also: 


„= — I /"40(0), 


It 
() 


und fürr=R, e=go=1 kommt es auf die Reihenfolge an, in welcher man 
e=] setzt und das Integral bildet, um den Werth von z auf dem Rande 
zu erhalten *). 


i. 


Abgekürzte Verifieation des Integrals über die Kreisfläche. 
Bekanntlich hat man auf die Verification von 
’ In Q\ ü 
2nz = / dOf(O)H(e, O—o) 


v) 
und zwar mit Recht einiges Gewicht gelegt, denn eine vollständige Verifi- 
eation liefert, wie ein guter Beweis, die Gültigkeitsgrenzen der Formel. 


*) Leipz. Ann. Bd. 7, pag. 257, Anm. 
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2’  oy” 


Nun habe ich diese Verifiecation zwar schon vollständig durchgeführt *), 
dergestalt, dass eine Erweiterung der Gültigkeit der Formel nicht denkbar 
ist, indem sich zeigte, dass f(©) nur integrirbar zu sein braucht. Indessen 
finde ich, dass man zu diesem Ergebniss viel kürzer gelangen kann auf 
tolgendem Wege: 

Wir benutzen die zwei im vorigen Artikel von H(e, 0—«) hervor- 
zsehobenen Eigenschaften, dass diese Grösse für &e < 1 stets positiv ist 
und dass: 


["aoH«, 9-«) = 2a. 


Jedenfalls ist der Limes (e = 1) dieses Integrals ebenfalls 27. Zerlegt 
man es in: 


N, ’a.- Ö, »2n 
rrf"rf" = 2 


0) a— 0), 'e Ö, 


so ist der Limes (e = 1) der beiden äusseren Integrale links Null, also ist 
der des mittleren allein 2n. 
Zerlegt man dieses in die Integrale 


Ad} > ld, 
2 


4 A) 
so hat jedes für sich den Limes (e=1)=n, weil sie, wenn im zweiten d, 
statt 0, geschrieben wird, ganz gleich sind, und der Limes (e=1) von 


"ars 


« “ 
2 Ö, 


Null ist. 
Da nun H(e, O—e) durchweg positiv ist, Können wir setzen: 


[ dof(o)H«, 9-0) = | » + [ +) e +f(a.) tg 
vi a 


a6, 


Der Limes der beiden ersten Integrale rechts ist Null, der der beiden folgenden 
vjebt zusammen n|f(limea,)+f(lime,)|, wo 
«—0d, < lime, —0o—0, 


@-+-0 = lim 0, = + Ö). 


*) Bulletin des Sciences Mathematiques von Darboux, Bd. III (serie 2), p. 343: „Deter- 
mination de la valeur-limite d’une integrale* ete. 
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Lässt man nun d, und d, gegen Null abnehmen, so kommt 


a\f(@a-+0)+fla— 0)! 
heraus, und die Funetion f(®) braucht nur integrirbar zu sein. 

Ist « bei der Bewegung von & gegen die Eins ebenfalls beweglich. 
so wird man, wie dies im Darbouxschen Bulletin, in dem Eingangs dieses 
Artikels eitirten Aufsatz, Art. V, näher ausgeführt ist, meinen Satz über die 
gemischten Grenzwerthe zu benutzen haben. 


, " in 0: 
Ueber das Unendlichwerden des Differentialquotienten — m Rande. 
0. 


0% 0% Il 0z 
-_— — Von 


Dass der Differentialquotient - 
oN or R 08€ 


213 = / "dOf(O)Hl, @—a) 
0 
am Rande in Unstetigkeitsstellen von f(©) unendlich wird, leuchtet ein. 
Herr Prym hat aber an einem Beispiel gezeigt *), dass er auch bei stetigen 
Functionen in einzelnen Punkten unendlich werden kann, und zwar so, 
dass das Flächenintegral seines Quadrats unendlich wird. Endlich führt Herr 
Schwarz eine Bemerkung des Herrn Weierstrass an **), nach welcher aus 


der blossen Stetigkeit der Function z auf dem Rande auf die Existenz des 


Differentialquotienten am Rande nicht geschlossen werden kann. Unter 


0% 
ON 
solchen Umständen schien es mir von Nutzen, diese Frage bei dem Kreis- 
integral eingehend zu untersuchen. Man wird dabei auf sehr einfache und 
übersichtliche Ergebnisse geführt. 

Durch Differentiation nach & von 


2nz = / und 


0 


dor) .— 


28 cos ('— a) + 
findet man: 

03 u ER (1+E)cos(9—a)— 28 
ie "ade J aof(0) (1—2E cos 9—e) +8) 


Nun schneiden wir aus dem Integral das Stück von e—d, bis @+-d, aus, 


*) Dieses Journal Bd. 73, pag. 361. 
**) Dieses Journal Bd. 74, pag. 219. 
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C 


Ix y’ 


indem wir d, und d, kleiner als « annehmen: 


02 777 +05 u—d), 
EPILÄT 
OE . ” ” 

a—l), a+ 0, 


Die zwei letzten Integrale rechts geben für e=1: 


en Ko) | 7% f(9)d® 
” cos(O-a)—1 '? cos(O-a)—1 ' 


a-+0s 
Da zwischen den Grenzen keines dieser Integrale 9= « wird, sind beide 
endlieh. 

Nun betrachten wir den Ausschnitt: 


pi = 'a+d, arrası (E + )ecos(O—e) —2E 
J = dOf(9) (1— 2Ec0os(I— e)+e) 


Es wird für O-e=6©, 


"RER, +0 j (E" +1)c0s®, — DE 
J a; daft) — 280059, +8’)? 


Setzen wir d, =d,=0d, so lässt sich dies un so zusammenfassen: 


. o | u +1)c0s 9— 
j = S dO|fla+0)+ fa) ro 
Im Quotienten unter diesem Integral führen wir den halben Winkel © ein, 


ir 


D “ , 1l—e . . .. 
indem wir t=tg-;.- und y= a a setzen. Dies giebt zunächst: 


!? 


Y - 


(&+1)cos 9— 


| 2dt 
or al 
I Ro — A (1+ 


Ö [3 
sodann, wenn noch tg. = a gesetzt wird: 


A495 = f Ife+@)+fa-@) 


‚2 


—f® 


dt 
Er 





wo unter dem Integral © für Zaretgt stehen gelassen ist. 
Der Ausdruck rechts, in welchem nun das Nullwerden von y an die 

Stelle des Einswerdens von e tritt, ist zu discutiren, um festzustellen, wie 

in der Umgebung des Arguments « die Function f beschaffen sein muss, 

damit der Limes j nach „=0 endlich oder unendlich sei. 

Diese Aufgabe erscheint auf den ersten Blick äusserst schwierig. 











a 
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O3 ( Y 


Doch sie wird wesentlich erleichtert durch den Kunstgriff, den Ausdruck 
f(e+0)+f(@—06©) zu einer zweiten Differenz zu ergänzen, 
Aus 


3, = / "dOH(e 


0 


‚9-e) = 2n 


folgt 


ee EG, 


OE « OE€ 
0 


Somit wird, da der von O0 bis @—d, und von «@+J, bis 27 (also mit Aus- 
schluss des Punktes «) genommene Theil dieses Integrals jedenfalls end- 
lich bleibt, wenn e=1 wird, auch der « enthaltende Theil 
+ 
af 
.—s, 

endlich bleiben. Darin setzen wir d, =d,=d, und er geht durch die obige 
Transformation über in: 


» 2 2 
a a 
N Ian. 7 
1(1 B x €) Ju FE / (y? 1?)° 


() 


dt. 


Und wenn man dies mit 2/(«) multiplieirt und vom Ausdruck für 4(1+-e)'j 
abzieht, so folgt: 


IH Gh) = S Na+O)+Na- a)? 


0 ? U) 

Und dieser Ausdruck lässt sich behandeln. Wir setzen: 
f(e+O)+fla—-O)—2flo) = KO)P(e, 0), 

unter (0) den „Stetigkeitsgrad zweiter Ordnung“ *) von f(©) verstanden, 

der monoton mit © Null wird, während #(«, 0) dabei von » verschieden 

bleibt und nieht dauernd Null wird. Wir wollen aber von P(o, 0) noch 

vorausselzen, dass es bei Abnahme von © überhaupt einmal aufhört Null zu 


werden. Unser Integral J lautet so: 


x N f* 
TR. 


„dl. 
ET 


03 


= / ,(2arcetgf) P(a, Zaret 


0) 


*) Der Begriff Stetigkeitsgrad ist von mir ausser in früheren Schriften und Auf- 
sätzen des Genaueren erörtert in meinem Aufsatz: „Ueber den Convergenzerad der variablen 
Reihen und den Stetigkeitsgrad der Funetionen zweier Argumente“, dieses Journal Bd. 100. 
Art. II. Es handelt sich dort allerdines nur um den Stetiekeitserad I. Ordn. (für eine 
Differenz I. Ordn.), allein das Gesagte ist leicht auf den Stetiekeitserad II. Ordn. aus- 
zudehnen. 
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Wir zerlegen es in die beiden Theile: 
fi di .a B dt 
-/ 4(Z2arctgl). F--—;— — und —/ Alarctgt).F--— —— 
y Maaretgt). Pa J (Zaretgl). Ps. 


und nehmen vor jeden von ihnen einen mittleren Werth von #. Unter 
Fortlassung dieser einflusslosen mittleren Werthe bleiben zu diseutiren die 
Integrale: 

RE di ’a 1? dt 
v/ ı(Q2arcte) cz und IE | ,(2aretet ” 
/ / ( > ) (+)? ; ( he) ) +)? 


0 0 
oder, da aretgt mit £ gleich stark unendlich wird, und wenigstens innerhalb 
der hier zu berücksichtigenden Grenzen daher Gleiches von A(2aretgf) und 
‚() gilt, so handelt es sich schliesslich um die Integrale: 


„ff“ Add | a AN dt 
fs3 ı 43\2 1 1“ e 2 BFTITCHe 
/ Ge J (+) 


Um nun zu sehen, wie diese Integrale bei verschwindendem y sich ver- 
| u u Ä A a’ ; 
halten, setzen wir probeweise AN) =t. Dann wird das erste 1 La giebt 

u 
also 4 für =0. Also wird sein Limes überhaupt endlich bleiben, wenn 
, wie £ oder rascher als # Null wird. - Das zweite dagegen wird für (N) =! 
und 7=0 unendlich, sodass es auf dieses allein ankommt. 

Damit es nicht unendlich werde, muss A(f) rascher Null werden als 
t1(t), unter r(f) die von mir als Grenze von CGonvergenz und Divergenz 
definirte Funetion *) verstanden, die für diesen Fall dadurch bestimmt ist, dass 

»a T ! 
/ 20 di 
{ 
0 
eonvergirt, wenn 7,(f) rascher als (ft) Null wird. Es reicht aber völlig 
aus, die Bedingung für die Endlichkeit von J und j so zu fassen, dass 


& _ dt 


() 


ein eonvergentes Integral sein müsse. 
Somit ergiebt sich der Satz: 


Der Limes (= 1) des Differentialquotienten —— von 
o€ 





*) „Ueber die Paradoxen des Infinitärcaleüls“. Leipz. Ann. XI. Bd., pag. 158. 
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s = 3 / uoXo)H, 0-) 


ist für einen Werth von « endlich oder unendlich, je nachdem das Integral 


F 2 dt 


0 


convergert oder divergent ist, wenn 


[(a+D+ ee) = MO) Pla, 0 
gesetzt, 4(t) mit t monoton verschwindet und von P(a,t) angenommen wird, 


dass diese Grösse bei Abnahme von t unter einer endlichen Schranke bleibt 
und einmal aufhört Null zu werden. 


. ven . a ( 
Die Stärken des Unendlichwerdens von :y und von 
Ü 


ir AU dt 
AR: u 2 Ei 


1—6 
14 € 


Man kann dieses Unendlich unter verschiedenen Annahmen über 4 


wenn Y = der Null sich nähert, sind gleich. 


mit Hülfe des Infinitärealeüls ausdrücken, um z. B. festzustellen, wie das 
0% ® .. . . ı . 
(Juadrat von 7 sich verhält; doch werde ich hier den Gegenstand nicht 
OE€ 
weiter verfolgen. 
Setzen wir, um zu gewöhnlichen Verhältnissen am Rande überzugehen: 


f(ea+0) = fle)+Of(a+0)+ ar f (a+V0)-+--- 


f(@a—-0) = f(la)-Of (a -—-V)+ “ f (@«—0) 
und 
fl + +fla—- 9) —2fe) = O\f(a+N—f(a—O +9. P,, 


so ist erstens, im Falle f (@+0) und f (@e—0) ungleich sind, A(0) = ©; weiter 
kann 4(0) von © verschieden sein, wenn f’(e) unendlich ist. Sonst ist 
.(9) = 0° und das Integral 

£ (Id 

. @’ 


convergent. Also bietet sich für die Art, wie die Fläche 3 fürr=R in 
die Randeurve = = (0) übergeht, folgende Uebersicht: 
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N, 

So lange die Tangente f(®) endlich und eindeutig ist, ist & endlich. 


y 


os c 
An Stellen, wo f(O) unendlich wird, kann es auch - Er werden, und an 


Stellen, wo f'(0) zwei verschiedene Werthe erhält, ist 2 immer unendlich. 


Wenn also durchweg kein Differentialquotient vorhanden ist, oder er doch in 


O) 


- 
m 


jedem kleinsten Intervall irgendwo fehlt, wird durchweg oder doch in jedem 


> 


22) 


CO 
kleinsten Intervall irgendwo unendlich werden. 


Hiermit ist bis auf Untergeordnetes das Problem über den Diffe- 
rentialquotienten von z nach der Normale am Rande gelöst unter der 
über 7 ın 

fl +O)+fle—-O)—2flo) = 4(0). Pla, 0) 

gemachten Voraussetzung, dass 7 bei Abnahme von © endliche Schranken 
einhält und einmal aufhört Null zu werden. Lässt man diese Annahme 
fallen, so kann der Differentialquotient ins Unbegrenzte schwanken zwischen 
endlichen oder unendlichen Unbestimmtheitsgrenzen. Wegen der unbekann- 
ten Mittelwerthe von 7, die wir oben vor die Integrale nahmen, ist sogar 
nicht ausgeschlossen, dass er auch endlich bleibe, wo er unendlich werden 
sollte. An dieser Stelle fängt das Problem überhaupt an ungemein ver- 
wickelt zu werden, und seine Lösung möchte wohl nur unter weiteren be- 
sonderen Annahmen gelingen, die aber, ohne Beziehung zu Anwendungen, 
vielleicht des Interesses entbehren würden. Es ist ein ganz ähnliches Ver- 
halten, wie bei dem Restproblem der Fourierschen Reihe, wo man auch 
die Lösung ohne Mühe findet, so lange man gewisse Annahmen über die 
dert auftretende Funetion ? macht, welche in den Stetigkeitsgrad erster 
Ordnung multiplieirt ist, und wo ebenfalls die Verwickelung beginnt, wenn 
diese Annahmen fallen gelassen werden *). 

Es unterliegt kaum einem Zweifel, dass die vorstehenden Resultate 
über den Grenzwerth - beim Kreise auch für = bei beliebiger Rand- 
curve gelten, wo sie allerdings noch für den Fall von solchen Punkten zu 
vervollständigen wären, in denen sie einen Knick hat. Denkt man sich 
z. B. einen Kreis, der sonst ganz im Innern der Randeurve verläuft, sie 


aber in einem Punkt « berührt, d. i. dort mit ihr ein Element ds gemein 


*) Dieses Journal, Bd. 100, pae. 346 sgg. 
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hat, und auf dem Kreis als Ordinaten einer Randfunetion construirt die Ordi- 
naten der Fläche z, welche zu den Punkten seiner Peripherie gehören: 
dann wird nach dem Dirichletschen Prineip diese Randfunetion im Innern 
des Kreises die nämliche Funetion z bestimmen, welche dort schon von der 
Randfunetion auf der Randeurve bestimmt ist. Im Berührungspunkte wird 
aber die zum Kreis gehörige Randfunction mit der ursprünglichen Rand- 
funetion die Tangente gemein haben, da eine Berührung erster Ordnung 
stattfindet; es werden also im Berührungspunkte mit den Differentialquotienten 


EA 


. on. . . U% . . . . 
die Differentialquotienten AN endlich und unendlich sein. Diese Be- 
Ol 


trachtung ist zwar nur ein Apercu, welches genauerer Durchführung bedarf, 


oE€ 


aber es verleiht meiner Ansicht von der Allgemeingültigkeit des für den 
Kreis gefundenen Resultats doch entschieden Wahrscheimliehkeit. 
Angenommen nun, die Gültigkeit der obigen Ergebnisse erstrecke 
sich in der That auf Randeurven im Allgemeinen, so würde sie wohl ohne 
Einfluss sein auf die Darstellungen von z innerhalb verschiedenartiger Be- 
srenzungen, wie sie u. A. von den Herren ©. Neumann, Weierstrass, Schwarz, 
Christoffel gegeben sind, und durch welche gerade der Glaube an die Rich- 
tigkeit des Dirichletschen Prineips befestigt wird. Denn in der Form 


2nz(&, n) = /dsf()H(z, y; 5, n), 


in welcher die bisherigen Lösungen der Gleichung /z=0 enthalten sind, 
0% 


ist der Differentialquotient AN 


beseitigt. Dagegen wird die Gültigkeit der 


Formel 
2nz = /(s27 —R- )ds 


durch das Obige wesentlich beschränkt. Und da scheint es mir gerade be- 
sonders nützlich, dass aus den vorstehenden Betrachtungen mit grosser Wahr- 
scheinlichkeit auf die Natur dieser Beschränkungen geschlossen werden kann, 


g. 
Die verschiedenartigen Randbedingungen für den Kreis. 
Zum Schlusse dieser Bemerkungen wollen wir noch das Kreisflächen- 
verrebene 


Funetion z aufstellen und daran einige allgemeinere Bemerkungen knüpfen. 


integral für andere Bedingungen auf dem Rande als die dort 
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x 





Aus den Anwendungen folgt, dass das Integral unter Umständen auch be- 


* * ” ° . 03 » 
stimmt erscheint durch den Differentialquotienten ay auf dem Rande und 
N 
. * y * o% [3 * 
durch eine lineare Function von z und AN‘ Herr H. Weber hat in einer 


scharfsinnigen und lehrreichen Abhandlung *) diese Verhältnisse als Variations- 
problem aufgefasst und hat es für die allgemeinere Differentialgleichung 
I2+x23 = 0 durchgeführt. 

Ich will hier einen anderen Weg einschlagen, der in einer Fort- 
setzung der bisherigen Betrachtungsweise besteht, und auch Verallgemeine- 
rungen, sowohl hinsichtlich der Differentialgleichung als der Randeurve, 
gestattet. Greht man wieder aus von der partieulären Lösung: 


= 5 e(A,cospO9-+B,sinpO), €= n 
p=V 


so erhält man zunächst, wenn man für e&=1 z= f(0©) setzt, durch die ge- 
wöhnliche Eulersche Coeffieientenbestimmung, das alte Kreisflächenintegral: 


n3,.= / dof(o) J+Z ecosp(O-0)| =4/ "dOf(O)HL, 9-0). 


0 0 


Bildet man aber aus jener partieulären Lösung: 


0% ] »?=% j b 
IE pl u OR ER N 
Ze u = pe’ "| A,cosp O+ B,sinp O| 
0% 
und nimmt -,, als auf dem Rande gegeben und = fı(0) an, so liefert die 
or : 


Eulersche Üoeffieientenbestimmung zwar die richtigen Werthe für A, und B,, 
allein das Absolutglied fehlt. Indessen sieht man sogleich, von welchem 
Ansatz man ausgehen muss. Setzt man nämlich: 


v27ı PR xp 
ns = R/ dO(f(9)+0)z „ eosp (9-0), 
iM Br 
so ist die rechte Seite eine Lösung von /J3=0. Bildet man nun den 


Differentialquotienten nach r dieser Gleichung und schreibt ihn: 


a = Sao) + Cl iy+E er eosp(o-e)|—}/ "do|f(@)+C), 
P \ BE a,“ 


ng 2 


y . .; s 1 . . ou cu er ’ 
*) „Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung: 5 + ar +ku=0*, 


Leipz. Ann. Bd. 1, pag. 1. 
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so folgt für e=1: 


m. n|fi(e)+C —ı/ da|f,(9)+C\. 


or 


7unäehst fällt C heraus, und man behält: 


) 

O 
\ 
) 
y 


or 


[a 


n- = afıle)-ı/ "aofı(®). 


i 0% ' e | 
Nun soll an der Grenze Zr = f(o) gegeben sein, es müsste also f,(«) so 


r 03 " ’ , . ‚ R 
bestimmt werden, dass pr = f(«e) wird. Zum Zwecke dieser Bestimmung 
O - 


hat man die Gleichung 
+ l en x 
flo) = z,,/. dofı(9). 


Aus ihr folgt, dass f,(«) von f(«) um eine Constante verschieden ist. Setzt 
man aber fi(«@) = f(o)+k in diese Gleichung ein, so fällt A heraus und ist 
unbestimmbar, ausser wenn 


/ daf,(9) = 0. 


Dann aber ist fi(e) = f(e). 
8 


3 = f(@) so auf dem 


( 


Somit hat man die Lösung zweiter Art, wenn 


nn, 
Rande gegeben ist, dass / f(O)do=0: 


nz = R/ do|f(®)+C!H,(e, @—o), 


vr=»n el 
H,(,9—e) = 2, cosp(9-a), 
p=1 


Man kann ihr indessen auch die Form geben 
In 
nz = R/ d9|y(9)+C!H,(e, 9—e), 
rt 


wo 


’ | (Rn 
0) =) ,,/ 19)40 


sei. Hierin ist f(®) unbeschränkt, da ja von selbst / - (@)d® verschwindet. 


y 


sei dieser Lösungsform nimmt auf dem Rande den Werth Y(®) an. 


or 
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7 . .. ® ” [ f O2 
Granz ähnlich hat man zu verfahren, wenn man will, dass az+b-. 
our 


auf dem hande in eine gegebene Function f(«) übergehe. Es muss wieder 


sein /  dof(0) —=(), und man erhält *): 


} 


Pen 
[A 
ı 


aolfl&+C!E — _ cosp(O-e) 
J = 


EP 
a+bp 
— / "d6|f(6)+C!H,(@, 0—a); 


%es ® A s f 03 N} 
es fällt wieder C heraus, wenn man az-+b „„ am Rande bildet. 
( * 
Die endlichen Werthe von H, und H, erhält man aus: 


OH, 
Eee = 


OE 


H—1), 


wol 


0, 
aH,—+be Er (H,—]). 


I 


Die Integration hat von e= 0 an zu erfolgen und giebt: 


H,(e, 9-«) = —}log(1—-2ecos(9-a)+E'), 
H,(e, 0-0) = — £> f du Mr . log(1— 2uc0s(9— a) +) 
2\85 ) 25 . du ” ” 


Denkt man sich die drei Integrale in Reihenform, so giebt das erste, 
bei dem z an der Peripherie vorgeschrieben ist, nach @ von 0 bis 27 
Integrirt: 
272 Ir 
27 / z(r, a)da = / f(9)dO. 
yt f 


3 


i i \ 0% wo: , 
Die beiden anderen, bei denen an, Tesp. az+b- gegeben sind, ergeben: 


("x a)da = 0 


0 


für jedes r. 
Endlich ist zu bemerken, dass für eine beliebige Randeurve und eine 
beliebige Randbestimmung, das über einen beliebigen im Innern der Rand- 


ö b 
*) Wenn um abzukürzen R = 1 gesetzt wird, sonst müsste RR statt b stehen. 
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IV 
IND 
=] 


eurve gelegenen, geschlossenen Weg erstreckte Integral: 
'03 
/- -ds = 0 
« oN 
ist. 
Hiermit sind die drei Integrale mit den drei Grenzbedingungen für 
die Kreisfläche dargestellt. Man kann die beiden zweiten gegenüber dem 


oO 


ersten so charakterisiren, dass im Falle as+b A ‚wo a=0 sein kann. 
auf dem Rande durch eine gegebene Function dargestellt werden soll, dies 
auf dem eingeschlagenen Wege nur so möglich ist, dass die Funetion noch 
durch eine gewisse von ihr abhängige Constante vermehrt wird. Ginge 
man weiter, und wollte ein Aggregat der Form 


O<% oO”%3 


-+9-— 


az +b = - - 
or or 


auf dem Rande darstellen durch eine gegebene Funetion, so käme dabei 
heraus, dass diese gegebene Function durch periodische Funetionen vermehrt 
werden muss, deren Coefficienten von ihr abhängen. 

Es lassen sich die vorstehenden Betrachtungen ausdehnen auf solche 
Randeurven, deren Inneres conform auf den Kreis abgebildet werden kann, 
so zwar, dass die Öonformität auch um den Mittelpunkt stattfindet. 

Eine viel schwierigere Aufgabe ist die Darstellung von z, wenn an 
verschiedenen Randstrecken verschiedene Bedingungen vorgeschrieben sind, 
wenn z. B. im einfachsten Falle von «=0 bis e=e, 3 = fi(e), von e = ec 
2 — fi(e) sein soll. 


bis ad = Ir, 
Setzt man versuchsweise: 


273 = / dOy(O)H,, O-e)+R/ "d9yw(O)H,(e, 9-0), 


wo p und y geeignet zu bestimmende Funetionen, so soll also für e= 1 
im Intervall (0 <o,<e) 3 = fu(e,) und im Intervall (e <e, < 2n) 


i 


„= fi(e,) werden. Dies liefert die Gleichungen für y und w: 


0 = Alpha) 5 / dOy(o)log2(1-c0s(9-0,)), 


N l 
/ l —c0s(9— «a, ) i 


0 = Aal), / dOy(O 


) 


29* 
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In beiden Gleichungen kann, ohne dass die Integrale sinnlos werden, « 
zwischen e und 2r sich bewegen, zwischen 0 und e nur in der oberen. 

Ich schrieb diese Gleichungen nicht hin, als ob sie etwa das Pro- 
blem lösten oder doch der Lösung näher führten, sie sollten nur ein Bei- 
spiel unter zahllosen sein, dafür, dass man bei Randproblemen der linearen 
partiellen Differentialgleichungen beständig vor dieselbe Gattung von Aut- 
gaben gestellt wird, welche jedoch, wie es scheint, für die heutige Analysis 
im Allgemeinen unüberwindliche Schwierigkeiten darbieten. Ich meine die 
zweckmässig Integralgleichungen zu nennenden Aufgaben, welche darin be- 
stehen, dass die zu bestimmende Funetion, ausser ihrem sonstigen Vorkommen, 
in ihnen unter bestimmten Integralen enthalten ist, welche ausser den Inte- 
grationsvariabeln noch andere enthalten, die eigentlichen Argumente der 
Gleichungen, wie vorstehend «, und «,. Eine einfache Form dieser Integral- 
gleichungen, die viele besonderen Fälle umfasst, ist: 

dsf()9@, ©) = w(a).f(a)+xa) 


() 
zur Bestimmung von f(x). 9, w, x sind als bekannt zu denken. Aber es 
können wie im obigen Beispiele auch simultane Integraigleichungen für 


02 


unsere Function vorgelegt sein. Eine einfache Integralgleichung für 


ON 
erhält man z. B., wenn man in 
: oR 03 
inz = /as(z ar —R- 
JS on ON 
. . ” . 7% 
mit z an die Oberfläche geht. Dann kommt die Unbekannte Ay AUsser- 


halb des Integrals gar nicht vor. Hier ist allerdings noch auf das Unend- 


: oOR . . 
liehwerden der R und - y in dem Punkt der Randeurve zu achten, in wel- 
Oi 


chen z eintritt. Doch werde ich noch viele solche Integralgleichungen, 
namentlich bei anderen partiellen Differentialgleichungen, aufzustellen Ge- 
legenheit finden. Auf diese Aufgaben wurde ich zuerst durch meinen Freund 
Adolph Fick, den Würzburger Physiologen, aufmerksam gemacht, der, als 
wir vor mehr als 35 Jahren in Zürich zusammen arbeiteten, die Bemerkung 
machte, dass die Bestimmung von Dichtigkeiten, die von inneren Kräften 
der Substanz abhängen, vielfach darauf führt. Die Integralgleichungen 
sind mir seitdem in der 'T'heorie der partiellen Differentialgleichungen so 
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oft vorgekommen, dass ich überzeugt bin, die Fortschritte dieser Theorie 
seien an die der Behandlung der Integralgleichungen gebunden, über die 
aber so gut wie nichts bekannt ist. Weder die Frage, wie weit das Pro- 
blem ein bestimmtes sei, noch seine Klassification, da es doch an das Pro- 
blem der Differenzengleichungen sich anzuschliessen scheint, sind, so viel 
ich weiss, bis jetzt erörtert worden. 

Es beeinträchtigt die Allgemeinheit dieser Gattung von Aufgaben 
übrigens durchaus nicht, wenn, wie mich dünkt, das obige Problem der 
streekenweise verschiedenartigen Grenzbedingungen noch von einer ganz 
anderen Seite her in Angriff genommen werden kann, worauf ich bei einer 
anderen Gelegenheit zurückkommen werde. 

Die obigen drei Arten von Grenzbedingungen lassen sich auf be- 
liebige Randeurven ausdehnen, und liefern dann elegante Formeln. Allein 
die merkwürdigen, bei dem Kreis hervortretenden Beschränkungen sind im 
allgemeinen Falle nicht so deutlich festzustellen, obwohl unzweifelhaft vor- 
handen. Aus diesem Grunde werde ich es mir 
allgemeinen Sätze abzuleiten. 


Berlin, im Oetober 1887. 


gegenwärtig versagen, «lie 


Druckfehler. 


S. 214, Zeile 15 lese man 3=f(e) statt s=f(g). 




















Ueber die Darstellung der Zahlen eines Gattungs- 
bereiches für einen beliebigen Primdivisor. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


hı einer früheren Arbeit (dieses Journal Bd. 101) habe ich die ganzen 
algebraischen Zahlen eines beliebigen Gattungsbereiches (@) für irgend 
einen Primdivisor (P) einer reellen Primzahl p untersucht und dargelegt, 
dass dieselben sämmtlich ganzzahligen Congruenzen eines ganz bestimmten 
Grades z genügen, welche, modulo P oder, was dasselbe ist, modulo p 
betrachtet, entweder selbst irreduetibel oder Potenzen von irreduetibeln ganz- 
zahligen Funetionen sind. 

Ist nämlich © irgend eine Zahl dieses Bereiches und Fe) die ganz- 
zahlige Funetion des zten Grades, deren Congruenzwurzel sie modulo P 
ist, so sind die z Zahlen: 


Be res, 


die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz: 
2) Fw)=0 (mod.P), 
und die Function F(w) ist dann, modulo p betrachtet, irreductibel, wenn die 
z eonjugirten Zahlen (1.) modulo P sämmtlich ineongruent sind. 
Es giebt stets eine ganz bestimmte Anzahl von Zahlen, für welche 
diese Voraussetzung erfüllt ist. Ist z eine derselben und 
3) fa) = #+Aa"+A2rT + +A, 


i 


die ganzzahlige Function, deren Congruenzwurzel modulo P sie ist, so lässt 
sich jede Zahl des Bereiches (@) modulo P auf eine und nur auf eine Weise 
als ganze ganzzahlige Function des (2—1l)ten Grades von x darstellen. 
Die Untersuchung der Zahlen des Bereiches (@) redueirt sich somit auf 
die Betrachtung aller ganzen ganzzahligen Funectionen von x für das irre- 
duetible Modulsystem (p, f(@)). 
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Wie a.a. 0. gezeigt worden ist, bilden z Funetionen w,, ,, ... w 
von x dann und nur dann ebenso wie die Funectionen 1, x, x’, ... x” für 
das Modulsystem (p, f(x)) ein Fundamentalsystem, wenn die aus ihnen und 
ihren eonjugirten Funetionen gebildete Determinante: 


Pi 


wer” 4 
das Modulsystem (p, f(x)) nieht enthält. 
Es liegt nun sehr nahe zu fragen, ob nicht stets = conjugirte 


Funetionen 


”—1 


‚TE KUREN , 
existiren, welche in dem vorher angegebenen Sinne für den Gattungsbereich 
(@) und den Modul. ein Fundamentalsystem bilden. Nach den obigen 
Auseinandersetzungen ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür 
die, dass die Determinante zter Ordnung: 


\ f a‘ - a ee 0 1 ' 
(4) Div) = w! (0, 0=0,1,...x-1) 


das Primmodulsystem (p, f(z)) nicht enthält, dass also der Divisor: 


4) et, fe) 
äquivalent Eins ist. Eine jede Zahl w, welche dieser Bedingung genügt, 
soll eine Fundamentalzahl für die Gattung (@) und den Divisor P genannt 
werden. Ist erst nachgewiesen, dass für jedes Divisorensystem (p, f(x)) 
eine Fundamentalzahl » existirt, so ist es leicht, einen Ausdruck für die 
(sesammtanzahl A, derselben zu finden. Da nämlich unter dieser Voraus- 
setzung für eine jede Funetion w, von x eine ganzzahlige Congruenz 
x—1 


f u. r ‚* 1 - ‚ ‚ / a7 aı\ 
v =EWO TU tu, ,W' = FE u,w" (modd. (p, f(®))) 


besteht, so erhält man, indem man die obige Congruenz wiederholt zur 
pten Potenz erhebt, für die zu w, conjugirten Functionen die folgenden 
Darstellungen: 
u. ö “—1 ‚id 2—| \ 
5.) e= Famw” = Fu, ;w? deu 1,..x-1), 
a=V0 a1 


wo hier sowohl als im Folgenden die Indices und Exponenten modulo z auf den 
kleinsten positiven Rest redueirt anzunehmen sind; und hieraus folgt endlich. 
dass die x Zahlen w,, w’, ... w’“ dann und nur dann ein Fundamental- 
system bilden, wenn die Substitutionsdeterminante der Congruenzen (D.) 
durch die Primzahl p nicht theilbar ist. Die gesuchte Anzahl A, ist also 
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entweder gleich Null, oder gleich der Anzahl der ganzzahligen Werth- 
systeme der Unbestimmten %,, ... #,_,, welche der Bedingung 

(6.) ja.45|20 (mod. p) (a, 3=0, 1,... #-ı) 
oder, was dasselbe ist, der Bedingung 

6) (dual DV 1 

senügen. Im Folgenden soll einmal gezeigt werden, dass die erste An- 
nahme niemals eintritt, und ferner soll die Zahl A,, welche dann nur von der 
Primzahl p und dem Grade von f(x) abhängt, wirklich berechnet werden. 
Der Satz, dass für eine jede Gattung und einen jeden Primdivisor mindestens 
eine Fundamentalzahl existirt, lässt sich leicht auf einen specieller gefassten 
von Eisenstein zurückführen, welchen derselbe im 39. Bande dieses Journals 
5. 152 ausgesprochen, meines Wissens aber nirgends bewiesen hat. Auf 
die Bestimmung der Anzahl A, der Fundamentalzahlen wird in der ange- 
führten Notiz ebenfalls nicht eingegangen. 

Die Bedingung (4°) dafür, dass eine Function w eine Fundamental- 
zahl für die Gattung @ und den Divisor P ist, lässt sich noch umformen: 
Man kann nämlich zeigen, dass sie dann und nur dann erfüllt ist, wenn 
das Modulsystem: 


(.) (w+aw’+-- Horte pP; f(z), e*—1) 


äquivalent Eins, also kein eigentliches Modulsystem ist. 
Ist dies nämlich der Fall, so erhält man, wenn man «? für « setzt 
und beachtet, dass «@”—1 durch «“—1 für ein ganzzahliges © theilbar ist: 
’ f; v—| : 
(w+ ot wr- ta D)upr* . P; f(&), e*—1) aa 1 (=1, Fern; 
und hieraus ergiebt sich weiter: 
- ! J 7 Nx—1) pr f- “ 
(1W- a @"--...+0 w’ ),p, f(x), @ —1) coll. 
=] 

Diese Aequivalenz besteht a fortiori, wenn man an Stelle von e*—1 
denjenigen irreductibeln Divisor F,(«) dieser Function setzt, welcher in 
keinem ihrer Theiler zugleich enthalten ist. Beachtet man aber dann, 
dass bekanntlich: 


m) (wtew" +... Ha or) == D(w) (mod. F,(e)) 


d—1 


ist, so ergiebt sich: 


(D(w). p. f(@). F.(o)) O1, 
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und da die drei ersten Elemente « garnicht enthalten, so bleibt diese 
Aequivalenz bestehen, wenn man F 


‚(e@) fortlässt. 
Da die Determinante D(w) den Divisor (7.) enthält, wie man durch eine 
einfache Umformung derselben ohne Schwierigkeit erkennt, so ergiebt sieh, 


>) 


dass die obige Bedingung auch nothwendig ist. 
Es möge nun die Primzahl p zuerst nieht in z enthalten sein. Die 
Zerlegung von @*—1 in irreductible Factoren ergebe dann: 


oe—1 = IIF,(e), 


d|x 
wo sich die Multiplieation über alle Thheiler d von 2 erstreekt und all- 
gemein F,(e) vom Grade g(d) ist. Da unter der soeben gemachten Vor- 
aussetzung die Functionen F,(«) einander, auch modulo p betrachtet, theiler- 


u 


fremd sind, so ergiebt sich aus (7.) die Bedingung: 


(va), P Ko), @-1) v Ayo), D, Ka), Fu) SA, 
wo zur Abkürzung 
ru # | 
vo) =wraw'— 4 ap? 


gesetzt ist. 

Es sei nun endlich v, der Exponent, zu dem p für den Divisor d 
von z gehört. Alsdann zerfällt die irreduetible Funetion F,(e), modulo p 
y(d) 
2 


| irreduetible ganzzahlige theilerfremde Factoren, 
d 


betrachtet, noch in 
welche beziehlieh dureh: 
8) 940) (emn2.. #2) 


bezeichnet werden mögen. Die obige Bedingung verwandelt sich dann in: 


yl(d) 


Vi 
(9 \ u r\. F.(a\ | (lo (z 0)) 
(9) Atwee), p, fir), Fıle)) DM I (wle), pP, fi), 94,(0)) 1. 


d|x d|x o=1 
Beachtet man endlich, dass die Modulsysteme (p. f(x). 9.,(«)) prim sind, 
so sind die letzten Bedingungen äquivalent mit den folgenden: 


1 


(9) wlo) = w+aw’+-.-+a or” >0 (modd. (p, f(x), 9.(e))). 
Da die Congruenz: 
cr 
=. vl | ER \ 2 . m r \ 
v(o) = ao” + ww +... 40 = 0 (modd. (p, f(x), 9.,())) 


in © nur vom p* "ten Grade ist, so ist es für einen jeden Modul stets mög- 
lich, unter den p* incongruenten Funetionen » von x mindestens eine w,, 
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so zu finden, dass die Resolvente 
„»—1 
ie 
(10) w.(e) = &a’wi, 


d=V 
den Primmodul (p, f(@@), 9.,(@)) nicht enthält. 

Dann ergiebt sich aus der Gestalt jener Resolvente unmittelbar die 
Congruenz: 

109) ar, )P—wy,(le) =0 (modd. (p, f(x), 9.(@)))- 

Man denke sich nun für jeden Primdivisor (p, f(x), 9.,(«)) eine der 
vorhin gestellten Anforderung genügende Funetion w,, bestimmt und bilde 
diejenige Funetion von = und «: 

11) za, eo) = w+wa+.-+w,a" (modd.(p, f(x), «*—1)), 
welche durch die Congruenzen: 
(12) x, )=wy,(e) (modd.(p, f(x), 9.(®))) 
eindeutige bestimmt ist, so werden die mit w,, ... w, bezeichneten Coef- 
fieienten in (11.) ebenso vielen, modulis (p, f(z)) eonjugirten Functionen 
eongruent sein, welche für diesen Divisor ein Fundamentalsystem bilden. 
In der 'T'hat genügt nämlich zz, «) der Congruenz: 


arx(oy’—yle)=0 (modd.(p, f(x), @*--1)), 
da diese nach (12.) und (10°) für einen jeden Primdivisor (p, f(@), 9.,(@)) be- 
steht. Setzt man aber für 2(e) und z(e”) ihre Werthe aus (11.), so ergiebt sich: 
(w!—w,)+ae@w—w,)+ ta (w? ,—w)=0 (modd.(p, f(x), «—1)), 


eine Congruenz, welche dann und nur dann erfüllt ist, wenn 


v=w, W=w, ... w=w, (modd.(p, f(z))) 
ist, oder wenn die z Funetionen w,, ... ©, den zu w, eonjugirten 
Dr Mi ..» wi 

eongruent sind. 

Da ferner wegen (10.) und (12.) die Aequivalenz besteht: 

(18, 0, p I@), @—1) v III, 0, D Io; gu) O1, 

so ist unter der Voraussetzung, dass < durch die Primzahl p nicht theil- 
bar ist, die Existenz einer Fundamentalzahl nachgewiesen, und man besitzt 
eine Methode, um sie stets zu bestimmen. 

Der allgemeine Fall, dass 2 die Primzahl » beliebig oft enthält, 
lässt sich in einfacher Weise auf den soeben betrachteten zurückführen, 


Sei nämlich: 


le p'zı, 
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wo p’ die höchste in z enthaltene Potenz von p bedeutet. Alsdann ver- 
wandelt sich die vorher gefundene Bedingung dafür, dass die Funetion w 
von x nebst ihren Conjugirten für die Gattung @ der Ordnung z ein Fun- 
damentalsystem bildet, in die folgende: 


(w(e), p, f(x), «®—1) cv (w(e), p, f(x), (e"—1)”) 1. 
oder was dasselbe ist, in 


(13)  (w(e), p, f(x), e"—1) v1. 


Redueirt man jetzt die Resolvente w(e) modulis (p, f(x). e"—1 
auf ihren einfachsten Ausdruck, so ergiebt sieh: 


n 2 1 4 / 4 
4 % i /? i \ 
ur. +20 / uz. \ 


»—| 2 
f 7 N) 4 A) v Kı-tı 4 . { . ] 
vo)= Zu” = 3 3 ati am ww’ ) 


— 
2 . u) 0,=0 


(modld. pP» f rt), a | 


oder wenn zur Abkürzung 


Bi 2 
(14.) e ur : m, 
gesetzt wird: 
= 1 ’ " 
(14) wvweo)= Saw = yı(a (modd. (p, f(x), e"—1)) 


Die Bedingung dafür, dass wo eine Fundamentalzahl für die Ordnung z wird, 
ist mithin die, dass für die mit durch (14.) verbundene Funetion «e, die 
Aequivalenz 

(15.) (w,(e), p, f(x), e"—1) cv 1 


/ 
besteht, dass mithin die Funetion :, für die Ordnung z, eine Fundamental- 
zahl ist. Da z, p nicht mehr enthält, so ist es, im Wesentlichen nach der 
vorher gegebenen Methode, stets möglich, eine solehe Funetion »w, zu finden. 
Dann kann man aber unter den p* incongruenten Functionen von x stets 
eine solche finden, dass der Bedingung (14.), nämlich: 
(15°) Ge) = (Zur )—-w, =0 (modd.(p, f(x))) 
genügt werde. Berücksichtigt man nämlich, dass ww, der Uongruenz: 
16. wor" — 0 (modd. (p, f(x))) 
1 1 J \ / 


genügt, so ergiebt sich aus (14.) unmittelbar die Congruenz: 


(17.) (Go) )r” -G(w) = G(w)(G(w)r” '—]) vr —w (modd. », f(&))). 


30* 
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Da also die Funetion @(w) modulis (p, f(x)) ein Divisor von (w?"—w) ist, 
so theilt sie mit jener die Eigenschaft, so viele Linearfaetoren zu haben, 
als ıhr Grad angiebt; es ist daher stets möglich, ®@ den gestellten Anforde- 
rungen gemäss zu bestimmen. Der Satz ist somit allgemein bewiesen. 

ls wäre einfach, mit Hülfe der soeben abgeleiteten Resultate auch 
zugleich die Anzahl der Fundamentalzahlen zu bestimmen. Da diese Anzahl 
A, aber nach (6.) mit derjenigen der Systeme ganzer Zahlen ı, ... %,_, 
zusammenfällt, für welche: 

lu,,0| 0 (mod. p) (0-0 1,...#-1) 
ist, und da diese Zahl häufig auch in anderem Zusammenhange auftritt, so 
soll sie noch direet mit den hier gegebenen Methoden gefunden werden. 
Ks sind also die ganzzahligen Werthsysteme zu bestimmen, für welche 
(18) told) O1, 

oder was dasselbe ist, für welche: 


(19.) (Eu,o, pP; ei) co (w(e), p, e®®—1) co1 


0) 


e 


ist. Bei denselben Bestimmungen über z, wie sie im zweiten T’heile dieser 
Arbeit angenommen wurden, ergiebt sich hieraus die einfachere Bedingung: 


v1 21 R 
(19".) s ne, 1) os (3 Ua, p, a“ —1) coll, 


0,=V 


wo U,. ... U vanze Zahlen sind, welche mit %, ... #, , durch die 


—1 


(rleichungen: 
pr 


(20.) & U ug 4 0; Zn. U (1 ="), ... 2ı—1) 


0, 
ul ” 


zusammenhängen. Zerlegt man jetzt den Divisor (19%) in seine irreductibeln 
Faetoren, so ergiebt sich 


‚1 
(21) (ZU, «*", p, e"—1) cv m 3 Ua", p, 9.(@)) N (ri, u. ie) 


d|x, r 0,1 YA 
Bedeuten die U ganze Zahlen, so genügt 


x. 
wie) =' 5 U, e® 


o, ——{) 
S 


für unbestimmte U der Congruenz: 


(22.) pp" -v= u (pr “ -D=0 (modd. (p, 9.(0))). 
Es ist also: 


(23.) (P,94(0)) O (vP 4 P, 940) D (Y,P, 9a-(@))(ur "1, P,9u.(0)): 


RE 


EEE IE N 
SEE 


re a cn 
SE ER IIE 
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Die Bedingungen (21.) sind also dann und nur dann erfüllt, wenn für jedes 
Werthsystem (d, r) die Aequivalenz: 
"il ee INN 
(24) (w'-1, p, 9u.(@)) D (p, 94(0)) 
besteht. Da die Uongruenz (22.) ebenso viele incongruente Lösungen be- 
sitzt, als ihr Grad angiebt, so giebt es auch genau p “—1 Werthe von ıp, 


welche der Aequivalenz (24.) genügen. Berücksichtigt man endlich, dass 
dureh diejenigen Werthe, welche w,(e) modulis (p, 9,.(e)) annimmt, w,(e 
und damit auch die ganzzahligen Coeftficienten U,, ... U,_, modulo p ein- 
deutig bestimmt sind, so ergiebt sich für die Anzahl A, der Zahlen U der tol- 


sende Ausdruck: 


pda) 


(25.) en I(p'—1)= 1 (p—1) *, 


d|z; N 
wo d alle Theiler von <, durchläuft und allgemein v, der Exponent ist. 
zu dem p modulo d gehört. 

Aus (20.) ergiebt sich endlich, dass jedem Werthsysteme U,,... U, 


4 


genau p* “" Werthsysteme von , ... #,_, entsprechen, da in den z, Üon- 
gruenzen (20.) immer je p’—1 Grössen a völlig willkürlich angenommen 
werden können und durch sie die letzte eindeutig bestimmt ist. Ist also 
A, die Anzahl der Lösungen der Aequivalenz (18.) oder die Anzahl der 
Fundamentalzahlen für die Ordnung x, so ist ganz allgemein: 

p(a) 


26) App BD", 


dla, 
wo jetzt z#, den grössten p nicht enthaltenden Theiler von 2 bedeutet. 

Ist x kleiner als p, so lässt sich die Eristenz von Fundamentalzahlen 
viel einfacher erweisen, als dies hier geschehen ist; indessen ist der hier 
gegebene Beweis jenem anderen vorzuziehen, weil er einmal das Problem 
völlig löst, ferner ein brauchbares Verfahren zur Bestimmung der Funda- 
mentalzahlen liefert, und weil er endlich auch ihre Anzahl finden lässt. 

jenutzt man bei der Untersuchung der Zahlen eines Gattungsberei- 
ches für einen Primdivisor ein System conjugirter Fundamentalzahlen als 
Fundamentalsystem, so lassen sich einige von den in der vorher erwähnten 
Arbeit abgeleiteten Sätzen, wie ich an einer anderen Stelle zeigen werde, 
fast ohne alle Rechnung beweisen. 


Berlin. im December 1887. 











Ueber eine specielle Klasse linearer Differential- 
gleichungen. 


(Von Herrn Hamburger.) 


I dem 100. Bande dieses Journals p. 286 ff. hat Herr Cayley eine 
Untersuchung veröffentlicht, betreffend die T’heorie derjenigen irregulären 
Integrale linearer Differentialgleichungen, die Herr TRome unter dem Namen 
„Normalintegrale" eingeführt hat. Die Ausdrücke, zu denen er für diese 
Integrale gelangt, enthalten unendliche Reihen, deren Gonvergenz nicht ge- 
prüft wird, und insoweit dürften die gewonnenen Resultate nicht als sicher- 
gestellt zu erachten sein. Während nun im Allgemeinen uns eine Controlle 
darüber fehlt, gelingt es für eine besondere Klasse von Gleichungen, die 
durch die Eigenschaft ausgezeichnet sind, dass sie nur einen singulären 
Punkt im Endlichen besitzen, während im Unendlichen sich sämmtliche 
Integrale regulär verhalten, die wahre Form der Integrale in der Umgebung 
des singulären Punktes festzustellen. Diese lässt dann die Bedingung er- 
kennen, auf welche die Gültigkeit der Resultate des Herrn Cayley, wenig- 
stens soweit sie die 


gedachte specielle Klasse von Gleichungen betreffen, 


eingeschränkt ist. 


1. 
Wir zeigen dies zunächst an dem von Herrn Cayley zur Durchtüh- 
rung der erforderliehen Rechnungen gewählten Beispiele 


d’y ra, a: 


Ö ) 
= „7 + a re 
dx’ \zi tz ra x re); 
worin wir, damit diese Gleichung zur genannten Klasse gehört, I = 0, e= 0 


setzen, was für die Form der a. a. OÖ. gegebenen Lösung, die wir weiter 


unten folgen lassen. ohne Belang ist. Wir betrachten also die Gleichung 
£ d’y Fi 
5 en [5, 4:35 


az d.r® 7 2” 
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In dieser ist offenbar == 0 der einzige singuläre Punkt im Endliehen, und 
setzt man 2= „so geht die Gleichung (1.) über in die Gleichung 


i ‚ d’y u i 
I ut = -At+y)ı 
nn ) I “ 
vr... dı? dt v9 
deren Form nach dem fundamentalen Satz des Herrn Fuchs uns anzeigt. 
{ 


dass sie in der Umgebung von t=0 (r=x) lauter reguläre Integrale be- 


sitzt, wie auch «, 9, y beschaffen sein mögen. Die zu {=0 gehörige 


determinirende Fundamentalgleichung lautet 


r(r+] Y. 
“ fi 
Ihre Wurzeln sind 
neh ne 4 Via. 


Wenn also 4y+1 nicht das Quadrat einer reellen ganzen Zahl ist, so 


ge- 
hört zu dem Punkt {= 0 ein Fundamentalsystem von Integralen der Form 
fd, el, 
wo Bd und Bl) eindeutige Funetionen in der Umgebung des Punktes 
!=0 bedeuten, die für 2= U nicht verschwinden. Da die Gleichung (2. 
ausser diesem Punkte keinen singulären Punkt im Endliehen hat, so reicht 
die gedachte Umgebung über die ganze t-Ebene, den Unendlichkeitspunkt 
ausgenommen. Es können daher %,(f) und B;(H) in beständig convergirende 
nach ganzen positiven Potenzen von £ fortschreitende Reihen entwickelt 
werden. Hieraus ergiebt sich für ein Fundamentalsystem von Integralen 


der Gleichung (1.) die Darstellung 


1 \ N‘ 
3.) Y; 2 15; \ z 4 “ Y > 41 5; x J . 


wo 09, =-—r. %=-—r, die Wurzeln der Gleiehung 
ee—-1l) = Y 


sind. und B,, %; Reihen von der Form 
1 


da, d, 


4,7 m = 
Mn c 


sind, die für jeden Werth von x ausser für 2 = U convergiren. Diese Dar- 
stellung ist daher gültig für alle Werthe von x, mit Ausnahme des Punktes 
x=(. Bei Herrn Cayley lauten die Integrale 

Va Va 


ne >» mp (e), p=e.-a Pula), 
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worin P,(@) und P;(z) nach ganzen positiven Potenzen von «x fortschrei- 
tende Reihen bedeuten. Die Grössen d und e haben nur auf den Werth 
der Coetficienten dieser Reihen einen Einfluss, sodass die Annahme d = 0, 
e=0 keine Aenderung an der Form obiger Ausdrücke für die Integrale 
hervorbringt. Dass die Gültigkeit derselben keine allgemeine sein kann, 
ergiebt sich schon aus der Erwägung, dass bei nur zwei singulären Punk- 
ten, wie hier 2=0 und 2=x, ein Umlauf um den einen singulären Punkt 
gleichbedeutend ist mit dem entgegengesetzten Umlauf um den andern. Da 
nun 9, bei der positiven Umkreisung des Unendlichkeitspunktes in e”'"'y, 
übergeht, was wegen des regulären Charakters der Integrale in diesem 
Punkte mittelst Anwendung des von Hermn Fuchs gezeigten Verfahrens sich 
ergiebt, so muss dieses Integral bei der positiven Umkreisung des Null- 
punktes in 


ri (AVi+y)ri 
e “rl Yyı — e‘? 4+7) Y 


übergehen. Nach den Formeln des Herrn Cayley würde aber y, hierbei in 
, fi r E ) 
ie yo 


punkt überhaupt nicht von y abhängen. Herr Cayley ging in seiner Analyse 
davon aus, dass er die Funetion 


e y, sich verändern, also die Art der Verzweigung um den Null- 


dy dy 
) lt 4 1 
3 = ac — f’ : - (d = ) 
Y Y % 
einführte und für z die Reihe ansetzte 
2 | D_ E 
3 = At’+Bt-+C-- Ar 
Die Ditferentialgleichung, der 3 genügt. lautet: 
gi. 4 ABıL „PR 
ld Bier HPe+YE. 


Setzt man hierin für s eine Reihe nach absteigenden ganzen Potenzen von 
t, so erhellt in der T'hat, dass der höchste Exponent gleich 2 ist, und es 
folgt dann für y der Ausdruck 


A Cr+ 1 Dxe’+ LEr’+ Yes 
> B #\, 
ae ); 


die Coeffieienten A, B, C, D.... lassen sich vermittelst der Differential- 


Cayley a. a. 0. p. 293. 
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gleichung für 3 successive berechnen, und zwar ist 


) 


A=+Vo, B=1+.° 


2y@ 


Der Grund, weshalb der Ansatz obiger Reihe für z zu nieht allgemein- 
gültigen Ausdrücken für die Integrale von (1.) führt, ist in einem Um- 
stande zu suchen, auf den neuerdings Herr Fxchs die Aufmerksamkeit ge 
lenkt hat *). 

Eine in der Umgebung eines Punktes ze = a eindeutige Function 
habe unzählig viele Unendlichkeitsstellen derart, dass, wie klein auch die 
Curve sei, die um diesen Punkt beschrieben wird, immer noch unzählig 
viele solche Stellen in der von der Curve umschlossenen Fläche vorhanden 
sind; so giebt es für diese Function überhaupt keine in der Umgebung des 
Punktes r = a für beliebige Annäherung an denselben gültige Entwiekelung 
nach positiven und negativen ganzen Potenzen von z—a. Denn eine solche 
gilt nach dem Laurentschen Satze immer nur innerhalb eines den Punkt 
x = a umgebenden Ringes, der keine Unendlichkeitsstellen enthält, in be- 
liebiger Nähe dieses Punktes ist aber nach der gemachten Voraussetzung 
ein Ring von dieser Beschaffenheit nicht vorhanden. Ein einfaches Beispiel 
dafür bietet sich, wie Herr Fuchs a.a. 0. bemerkt, in der Function 

| 


l 
er —b 


dar, welehe, wenn e’ =D ist, die unzählig vielen Punkte 


1 


ver 
syrzmm 


wo m eine beliebige ganze Zahl bedeutet. zu Unendlichkeitsstellen hat. 
Von diesen befindet sich eine unendlich grosse Anzahl in jedem noch so 
kleinen den Punkt x = a umschliessenden Bereiche. 

Bilden nun y,, ... 9, die Elemente eines zu dem Punkte = 0 ge- 
hörigen Fundamentalsystems von Integralen einer linearen homogenen Ditte- 
rentialgleichung mit rationalen Coefficienten, in der e= 0 einen singulären 
Punkt darstellt, so hat wenigstens eines dieser Elemente nach dem Satze 


*) Fuchs. „Ueber die Werthe, welche die Integrale einer Differentialgleichung erster 
Ordnung in singulären Punkten annehmen können“. Berliner Sitzungsberichte XIV 
(1886). pag. 4. 
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des Herrn Fuchs die Gestalt 
y, = a" y(e), 


wo og, eine beliebige Zahl und y(x) eine in der Umgebung von = ein- 
deutige Function bezeichnet. Es ist also 


dy, 
_ 4 _9G, Pa) 
g = — 

y, z  9g() 


eine in der Umgebung von e=0 eindeutige Function von x, die ausser 
für x = 0 für alle Werthe, für die g(x) verschwindet, unendlich wird. Wenn 
nun p(x) in der Umgebung des Punktes e= 0 unzählig viele Nullstellen 
hat, so lässt z nach der vorstehenden Bemerkung überhaupt keine in diesem 
Bereich gültige Entwickelung nach positiven und negativen Potenzen von 
x zu, und jeder soleher Ansatz enthält die stillschweigende Voraussetzung, 
dass sich ein den Punkt 2=0 umgebender Bereich abgrenzen lasse, in 
welchem die Funetion p(z) und, von 2=0 abgesehen, auch y, nirgends 
verschwindet. Umgekehrt lässt sich aus dem Umstande, dass die angesetzte 
Reihe für z im Allgemeinen zu ungültigen Ausdrücken für die Integrale 
der Differentialgleichung (1.) geführt hat, der Schluss ziehen, dass die in 
dem Fundamentalsystem (3.) der Integrale von (1.) auftretenden Funectionen 


Bl - ), Bl - ) im Allgemeinen unendlich viele Nullstellen in der Umgebung 


von e=( haben müssen. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass etwa ®, (2 nicht unendlich viele 
Nullstellen in diesem Bereich habe, und setzen wir wieder x = j, 80 ist 
2,(f) eine eindeutige Function, die, da sie nur in Z=x eine singuläre 
Stelle hat, nach der Bezeichnung des Herrn Weierstrass den Charakter einer 
sanzen Function besitzt, und ausserdem von der Beschaffenheit ist, dass ein 
endlicher Theil des Gebietes von f abgegrenzt werden kann, innerhalb dessen 
sämmtliche Nullstellen eingeschlossen liegen. Die Anzahl solcher Null- 
stellen ist aber stets endlich. Nach einem Satze des Herrn Weierstrass 
kann daher %,(t) in der Form 

G,(t)e' 


dargestellt werden, wo. @,(f) eine ganze rationale Function bedeutet, deren 
Grad % gleich der Anzahl der Nullstellen ist, und @(f) den Charakter einer 
sanzen Funetion hat, also durch eine nach ganzen positiven Potenzen fort- 
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schreitende, für jeden endlichen Werth von # convergirende Reihe, die auch 
endlich sein kann, darstellbar ist *). In dem betrachteten Falle kann man 
also dem Integrale y, die Form geben 
= er 
y=6,(det = ar fla)e\") AR] 


wenn 
v “a f(x) 
6) = 6l—)= 
x x 


gesetzt wird, wo f(x) eine ganze rationale Function des Akten Grades von 
x bedeutet. 


Soll nun ein Integral des Fundamentalsystems die Form eines Normal- 
integrals annehmen können, d.h. der Gleichung (1.) durch eine Funetion 
von der Gestalt 


(4.) Yy — 6 ge ‚m—1 T 2 (B,4 , B,x Ei B,x’ ; +.) 


genügt werden, worin B, von Null verschieden ist, so muss 


44 el), 


7 x en 
D . . . 1 “ 
also @ eine rationale ganze Function von „ sein, ferner 
A = 0-HÄk, 
worin k= 0 oder eine positive ganze Zahl ist, und 
B+ B,c+B,x0+--- = f(x). 


also die Reihe auf der linken Seite sich auf eine ganze Function vom Akten 
Grade redueiren, demnach B;,, und alle folgenden Coeffieienten verschwin- 
den. Da B, von Null verschieden ist, so folgt, dass f(x) für =0 nicht 
verschwindet. 

Was zunächst den Grad m der Funetion @ in Bezug auf - betrifft, 


so bemerken wir, dass nach (4.) sich ergiebt 


y' _ m(m+1)A. , m(m—1)A,.-ı | u A P'’(2) 
7 zn+? j Pen TI rn. ce 
mA, m—1)A._ A A ’ ‚ 
+ (- Zar ( i 2 1 — 0 00 m 2? - . 2 rn P (x) ) x 


*) Weierstrass. „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen.*“ Abhandlungen 
der Berliner Akademie 1876, p. 32. 


31” 
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worin E 

B+2B,0+3B,2°+ h 
B,+B,c+B,x’+--- B: 

ist, also, da B, von Null verschieden ist, in eine nach ganzen positiven Po- 

tenzen von x fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. Hieraus folgt, 

dass das niedrigste Glied von y":y in der Entwickelung nach steigenden 


Pie) = 


Potenzen von £ 
m?Aä}, 
Part m+ 1) 
ist, und da andererseits nach Gleichung (1.) 
y"' ’“ “_,Bß 
y x' 


+ 


ı 'x 
ist. so ergiebt die Vergleichung, dass für m >1 A,=0 und A, =« ist. 


: i .  -i . 
Demnach ist @ vom ersten Grade in Bezug auf ni und zwar ist 


NER T 


also 
Ya | 
y= e* «’(B,+B,c-+B;,x-+ ---). 
Setzen wir jetzt 
Va 
y=e'n, 


so wird 


Ya 


7) 2 " ya ' a 2ya 
_ Hilo & (1 2 N + Tr Yen), 


und die Gleichung (1.) geht über in 


a re 
oder, indem man mit x’ multipliceirt, 
5) «’n"’—-2Yaan'+(2Ya-—B—ya)n = d. 
Setzt man hierin weiter, um die Coefficienten A, B,, B,, B., ... zu be- 


stimmen, 
N _— x” (B,+ B, + B,xc’+ ), 


sodass 





N aa 


A: 


9 


RN 
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OS BrB,c+Ba+-- EA 
7 = ABi+(A+l) Be + A+ Bart Se; 


Zi 


5 = A(A-1)B,+(A+1) AB, c+(A+2)(A+1)B,e°-+--- = 


so erhält man aus (5.) nach Division durch =* die Identität 
6.) 2-2 Yan +2 Ya—-P—ya)u = 0. 
Für 2=0 ergiebt sich hieraus 
—2/a. AB, +(2) a—P)B, = Q, 
und da B, von Null verschieden ist: 
—2/a.A+2Ya-P = (, 
also 
3 


2ya 


CA. 


1 


Der Coeffiecient von x’*' in (6.), gleich Null gesetzt, giebt 


((A+k)(A+k—1)-7)B, = (2VYa(A+k+1)+2Va—P)B,,, 


oder in Folge der Relation (7.) 


(8)  ((A+k)(A+k—1)-y)B, = (k+1)2Ve.B,,.. 


U>. 





Oben hatten wir aus Betrachtungen, die von der Form (3.) der Integrale 


von (1.) ihren Ausgang nahmen, den Schluss g 


Normalintegral von der Form (4.) existiren soll, die Reihe 


B+B,2-+ Ba’ +--- 


gezogen, dass, wenn ein 


aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehen misse. Aus der Rela- 


tion (8.) zwischen den Coeffieienten dieser Reihe können wir eine Bestäti- 


sung dieses Satzes entnehmen, indem wir nachweisen, dass eine unendliche 


heihe, deren Coefficienten der Relation (8.) genügen, für jeden Werth von 


x divergiren muss. In der "That ist 
er RER IT _ 
1x Bi x (k+1)2ya 


also wächst der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder der Reihe 


Bu 412% 
B; 
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für jeden von Null verschiedenen Werth von x mit k ins Unendliche, wo- 
durch die Divergenz der Reihe für jeden Werth von x erwiesen ist. 

Soll aber die Reihe eine endliche sein, so muss es eine positive 
ganze Zahl k geben, für welche 

(9) (A+k)(A+k—1)-y = 0 

ist. Die Relation (8.) und die aus ihr hervorgehenden, wenn man für k der 
Reihe nach k+1, k+2, ... setzt, zeigen, dass, wenn k die kleinste in der 
natürlichen Keihe der Zahlen ist, für welche die Gleichung (9.) erfüllt wird, 
von B,,, an alle folgenden Coefficienten verschwinden. % ist also dann 
der Grad des Polynoms, in das die Reihe übergeht, und das wir oben mit 
f(x) bezeichneten. Da oe eine Wurzel der Gleichung 


ee@-I)=Y 
ist, so erhalten wir in (9.) von Neuem die andere bereits früher abgeleitete 
Bedingung für die Existenz des Normalintegrals 

A= 0o-—hk, 

> .. . . — 3 

nur dass uns jetzt der Werth für A bekannt ist, er ist nach (7.) 1— . 
zya 
woraus beiläufig erhellt, dass für «= 0 kein Normalintegral der Gleichung 
(1.) existirt. Zugleich lässt sich erkennen, dass die Bedingung (9.). die, 
wenn man für A seinen Werth einsetzt, lautet: 


(k- (841 en) =y 
2a / 2yo 

(k eine positive ganze Zahl oder Null), zur Existenz des Normalintegrals 
nicht nur nothwendig, sondern auch hinreichend ist. Denn setzt man in 
der Reeursionsformel (8.) für k der Reihe nach Ö, 1, 2,... k—1, so erhält 
man B,, B,,... B, successive durch B, ausgedrückt und zwar, da für diese 
Werthe von k die Grösse (A+k)(A+k—1)—y von Null verschieden ist, 
in endlichen Werthen, während, wie bereits bemerkt, alle folgenden Coef- 
ficienten B;,,, B,;, ete. verschwinden. Für die Berechnung der Coeffieienten 


B,, ... B, bemerke man, dass mit -Benutzung der Gleichungen (9.) und (7. 
(A+m)(A+m—1)—y = —(k—m)(2A+4k+m-—1) 


ß 
— —(k— k -1— — 
( m) ( +m- rl 
ist. Wir erhalten also. 


(m+1)21a.B,, = —(k—m) (k +m+1— B.< ) B,, 
ya 


va 
* 
3 
E* 
® 
" 
} 








Hamburger, über gewisse lineare Differentialgleichungen. 


und damit die reeurrenten Formeln 


Ir ge 5 > 
2Ya.B, = —k(k+1-— 1) Bin 
2Ya.B, = —(k-1)(k+2— -2)B,, 
. ve 
2Ya.B, = —(k-(m-1))(k+m--) B,_,. 


ya‘ 


woraus sich ergiebt 


ge 


ya 


(k+1-— - IE +3- e )--.(k + m— 
_ KR. (k-(m—D) _ Ve ja 


IT na .) 2 r Bn 
1.2.5...m (—2yYe) 


b 


Wir sind hiermit zu folgendem Resultat gelangt: 
Damit die Gleichung 


d’y ei e- he ß in ”\ 


dx’ a ' a 2")° 


ein Normalintegral von der Form (4.) habe, ist nothwendig und hinreichend. 
dass die quadratische Gleichung 
3 
40). (e--——)s+1-—-)=7 
‚4 Ti 2ya 
für einen der beiden Werthe von Y« eine positive ganze Zahl oder Null 
zur Wurzel habe. Ist diese Bedingung für einen der beiden Werthe von 
Y« erfüllt und ist 4 diese Zahl — für den Fall, dass zwei soleher Zahlen 
existiren sollten, die kleinere 





‚ so lässt die Gleichung (1.) ein partieuläres 
Integral in geschlossener Form zu, nämlich 


) B. = J 


11) =e’r Wpe), 


wo f(x) eine ganze Function kten Grades bedeutet, die, abgesehen von einem 
eonstanten Factor, folgende Gestalt hat 


3 ’ ‚ 
k(k+1———) de ker P-)(k+2— €) 
f(®) in Kir | ya’ 24 i(k—1) ya 14 
— ya 1.2 (—2} a )“ 
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Für Ye ist derselbe Werth wie in (10.) zu nehmen. Hiernach lässt sich 
leicht die Bedingung dafür herstellen, dass das allgemeine Integral von (1. 
in geschlossener Form sich darstellen lasse; denn dazu ist nur nothwendig, 
dass für beide Werthe von Ya obige Bedingung erfüllt sei. Sei k die zu 


"Yo, I die zu —Ye gehörige kleinste positive ganze : so muss 
Po; } 3 ß | 
k— k-+1=- I 243+ — 
@- Ja) ur )=r 
sein. Dies ergiebt 


(k1-)(i+k+) = 


Ya’ 

und da k% und / nicht negativ sein dürfen, so erhält man als die gesuchten 
Bedingungen 

AR 

/1® re 

(12.) | 

i k+I ( 1 

en, 


worin k und / beliebige positive ganzzahlige Werthe, die Null eingeschlossen. 
annehmen können. Sind die Gleichungen (12.) erfüllt, und versteht man 
wieder für den Fall, dass die beiden Lösungssysteme von (12.) in positiven 
sanzen Zahlen ausfallen sollten, unter 4 und / die kleinsten unter den 





Lösungen resp. für k und /, so erhält man ein zweites von dem Integral 
(11.) linear unabhängiges Integral 
Vo 1 + A 


(3) er ’= .), 
wo, abgesehen von einem willkürlichen constanten Factor: 


(+14 AR AGSEET L =) (1424 & 
ga) = I; BB u = era FRE GERD. EEE" 2 100m 
(14) 2ya " ee) 
RErAGEREEER 
| ey | © 





Hieran möge noch eine Folgerung geknüpft sein. Bekanntlich lässt 
sich das allgemeine Integral der Gleichung (1.) mittelst des partieulären y, 
in der Form ausdrücken 


2 V [7 y 
Va aa, 


Ir - 1 av, “ Ya 
ER 








Hamburger, über gewisse lineare Differentialgleichungen. 


Da nun 
y= CYır Chr, 
so ergiebt sich hieraus nach (12.) und (15.) 
2ya 


— 2} 
. Y4 r E 
f. { 


e = grtrk- > Wahrrır f gl, 
| (14.) Io de = C C, € A f(x 


Setzt man hierin = = r% und —2Y«@=4, so erhält man die Integralformel 


or > par gk+l | cn 
(15.) e; FOSj: dt = c,+0,€ ) 


TOR 
wo 
., kU-+1 klk—1) +HN)AH2) 3 _ (A+DA+2).. (141 
(16.) F(t) BR r Lean ) ‚.T jr J { Zaun! ; ! 
Er 2 U , HDD) (k+1)(k+2)...(k+D) 
a a re : ar <td (1 


Die Formel (14.) gilt für jeden Werth von 4 mit Ausnahme von = 0: e, 
ist eine willkürliche Constante, ec, bestimmt sich dureh Differentiation von 
(14.) und Gleichsetzung der Coefficienten von f** auf beiden Seiten. Man 
erhält 


C > 2 . 
- ). 


Ehe wir diesen Abschnitt schliessen, sei noch der Fall berührt. wo 
e—=( ist, die zu betrachtende Differentialgleichung also die Form hat 


' u in 
(18) y = \(t723)9 


dieselbe ist, wie schon erwähnt, durch ein Normalintegral nicht zu befrie- 
digen. Dagegen können, wie Herr Cayley bemerkt hat, Integrale von der 
Form (4.) mit gebrochenen Potenzen von x derselben genügen. Dieselben 
würden dann lineare Verbindungen der zu 2=0 gehörigen beiden Elemente 
des Fundamentalsystems sein müssen. Um die Bedingungen dieses Falls 
zu erörtern, bemerken wir zunächst, dass, wenn x” die höchste Potenz von 
x ist, die in dem Exponenten von e für y als Nenner auftritt, auch hier 
das niedrigste Glied von y":y in der Entwiekelung nach steigenden 
(gebrochenen) Potenzen von & 
m? A}, 


z’im+1) 


ist, woraus folgt, dass 2(m+1) =3, also m=1!. Wir setzen demnach 


Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 3. 32 











250 Hamburger, über gewisse lineare Differentialgleichungen. 


zunächst 


[7 


a = 8, 


wodurch die betrachtete Differentialgleichung übergeht in 


d’y 1 dy _ 7/48 2 
dE ge 3 de ara ET Fr & Y, 
und indem wir ferner 
y-&n 


setzen, erhalten wir die Gleichung 


(19.) d’n nu 48 (2), 


Bu a 
welche dieselbe Form wie (1.) hat. Wir können also darauf unmittelbar 
die für (1.) erhaltenen Resultate anwenden, indem wir statt 
5 .$ 
hier 
substituiren. Hiernach ergiebt sich 
A,A=+V4ß, A= 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Gleichung 
(19.) dureh ein Normalintegral genügt werde, ist also 
(kA Ay4-3 (2k—1)(2k-+-5) 
k(k+1)=4y+2, oder y=— RAT | 
wo % eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. Da diese Bedingung 
Y4/3 nieht enthält, so giebt es jedesmal, wo sie erfüllt ist, den beiden Vor- 
zeichen von Y4P entsprechend, zwei linear unabhängige Normalintegrale 
von der Form 
4, 
n=e * .$fß), 
wo f(£) eine ganze -Function Akten Grades bedeutet, die, abgesehen von 
einem eonstanten Factor, die Gestalt hat 
no — 1, FEHD 5, Ka) iHlk+2) 
Ale I oıla >) Of 
+2y4ß 1.2 (F2V4)}- 
_ KU) RAD YLB) 5, HDD zu 
=‘ a Fe ven a re, Ss. 
nn (F2Y4B)’ (F2Y4R) 
Die Gleichung (18.) hat somit, falls 7 der obigen Bedingung genügt, die beiden 


2 


t In 
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Integrale 
, Vr8 
y=e *" eifle‘), 
worin f vorstehende Funetion bedeutet, nachdem x’ für £ substituirt ist ”). 
Die determinirende Gleichung 


o(o -1) = Y 
hat, wenn y die in der obigen Formel enthaltenen Werthe annimmt, die 
Wurzeln 
hi > k | 


ı - DD, = ._ i 
Pi > 54% S + .) | 


Entwickelt man daher y nach Potenzen von x, so muss die Reihe sich in 
zwei Theile sondern lassen: 


k 3] ko 1 


Sa.” ' und Sb2 ° * | 2,8% 
v 


/. 
v 


Daraus folgt, dass die Coeffieienten von 


für 
Ö = L. 3, >. eh 2k- 1 


im obigen Ausdruck für y verschwinden müssen, was die Rechnung bestätigt. 


2. 

Die Gesammtheit der Formen linearer Differentialgleichungen, in 
welchen 2=0 der einzige singuläre Punkt im Endliehen ist und in der Um- 
sebung von e= oo sämmtliche Integrale regulär sind, werden wir erhalten, 
wenn wir die Gleichung 





I” e pn-1 
p' ( 2.4 PA, +Bit+CR+--) ( —Y 
. dt di 
(20.) R 
+ +4(A,u+B,t+0C,f+-) dt +(A, T Bt 1 Er n 22 Y - vd, 
worin 
A,+B,t+0,0-+--- 


endliche oder für jedes endliche £ convergirende unendliche Reihen be- 





*) Vgl. Cayley a.a.0. p. 29. 
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zeichnen, durch t= „ transformiren. Denn die Gleichung (20.) hat die 


(Gestalt, wie sie nach dem Satze des Herrn Fuchs nothwendig ist, damit in 
der Umgebung von £=0 lauter reguläre Integrale existiren. Ausserdem 
besitzt sie keinen singulären Punkt im Endlichen. Schreiben wir die Glei- 
chung (20.) der Kürze wegen 


1 de- d 
2) HR + HP. Z-+P,&y = 0, 


. . er [3 . 1 . .. [ 
so geht dieselbe durch die Substitution #= „, wenn wir vorläufig in den 


heihen noch £ beibehalten, in die Form 


? d"y gr dr— = | 
HE BROE tt R + Bdy = 0 


über. Die Beziehungen zwischen den Reihen ® und a die von y unab- 


f .) 1 \ 
— ., 
\ 7 


hängig sind, ersieht man am besten, wenn man in (20.) t, in (21.) die ihr 
gleiche Grösse x” für y substituirt. (v eine ganz beliebige Zahl.) Die 
linke Seite von (20.) muss dann gleich derjenigen von (21.), multiplieirt 
mit einer Uonstanten sein. Dieselbe ergiebt sich = (—1)”, und man erhält 


vv—1)...(r -(Ra—-1))+rW —1)...(r —(n—2))P(D++rP, Ö+P, 
). @+n-)re+Hl...@+n-2)B d-+- 
++ Dr DB. 


Durch Vergleichung der Glieder mit gleich hohen Potenzen von » erhält 
man MD als lineare Funetion von P,(ü, P;(l), ... P,(d. Die Reihen 
Bl), --- ,(f) eonvergiren also ebenso wie die Reihen P,(f), ... P,(t) für jeden 
enden Werth von E. 

Als allgemeine Form einer Differentialgleichüng mit x als unab- 
hängiger Veränderlichen von der Beschaffenheit, dass sie ausser x = 0 keinen 
singulären Punkt im Endlichen hat, und in der Umgebung von x = x lauter 
reguläre Integrale besitzt, ergiebt sich demnach die folgende: 


DV 

DV 
l 
vw 
— 

ih 
ns 





„ de nn dr!y 
Mn dr J + (2 -j der! + +2B_,(- = dx + B,(- 9 - 0 
oder explieite 
n d’y } Nn— b, c a“ . 
re u 
B,- Cn— ' d b, C. 
+2(a,,+-- + +) Fa +(a,+- a te) Y mE 
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wo die Reihen eindeutige Funetionen darstellen mit der einzigen (wesent- 
liehen oder ausserwesentlichen) singulären Stelle x =. 

Das Fundamentalsystem von Integralen dieser AP in der Um- 
gebung von e=x, die in unserem Falle über die ganze x-Ebene sich er- 
streckt, also zugleich die Umgebung von 2 =0 bildet, findet man aus dem 
zu £=(0 gehörigen Fundamentalsystem der Integrale von (20.), dessen Ele- 
mente nach dem Satze des Herrn Fuchs im Allgemeinen die Form haben 


Po, Pad; ... FPPoplh. 

PD, ... P„(E) sind eindeutige Funetionen, die, da die Gleichung (20.) keinen 
singulären Punkt ausser £=0 im Endlichen hat, durch beständig conver- 
girende Reihen nach ganzen positiven Potenzen von £ darstellbar sind, und 
für £= 0 nicht verschwinden. 

"ı, Fa, +... 7, Sind die Wurzeln der Gleichung 
r(r—1)...(r—(a—1))+r(r—1)...(r—(R—2))P,(0)+--+rP,_,(0)+P,(0) = 0. 
Sind einige dieser Wurzeln von einander bloss um ganze Zahlen verschieden, 
so können auch in dem Fundamentalsystem Glieder von der Form 


gi (pru(Ü) -! P;1 (Hlogt-+-- £ f, „(log I“) 


auftreten, WO Pro, +. Pr. wiederum beständig convergirende Reihen sind. 
Nach der Relation (22.) sind r,, r; 


— 
. 


‚... r, auch Wurzeln der Gleichung 
r(r+1)...(r+R—-1)—r(r +1)... (r+n—2)B,(0)+ 
n { \n x / \ 
rm (Ir, +(-1)"%,(0) = 0. 

Daraus folgt, dass 

u; — ar me en A 
die Wurzeln der Gleichung sind: 
r(r—1)...(r (a —1))+rlr—D...(r (Ra 2))B(O) + +rB,_(O)+B, (U 
Bemerken wir noch, dass ®,(0)= a,, so gelangen wir zu dem Satze 

Die Gleichung 





d”ı | b c dr—! 
Mt BE '(a,+ 2-5 ++) F 
(23 ) dx” x x” dar! 
-x(a,_,- I a ) ay (a On m. ) = 0) 
r ge Yan u x al de On ir a Be . 


worin die Reihen in den Coeffieienten entweder endlich sind, oder für jeden 
von Null verschiedenen Werth von x convergiren, hat ein Fundamental- 
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system von Integralen, dessen Elemente sich darstellen lassen in der Form 


nl), al), ... 2er), 


wo die Funetionen Q,, ... 9, Reihen bezeichnen, die nach ganzen positiven 
1 » ® .. “ r . u 
Potenzen von „ fortschreiten, für jeden von Null verschiedenen Werth con- 


vergiren und für 2= wo nicht verschwinden. @,, 0, ... @, Sind die Wur- 
zeln der Gleichung 


(24)  ele—))...(e-(a—1))+E(E-1)...(e-(n—2))a + -+Pa,_,+ta, =. 


In der Voraussetzung, an der wir im Folgenden der Einfachheit wegen fest- 
halten werden, dass nicht zwei der Wurzeln sich bloss um ganze Zahlen 
von einander unterscheiden, sind sämmtliche 9, für =» von Null ver- 
schieden. | 

Dieses Resultat findet sich bereits in meiner Abhandlung: „Ueber ein 
Prineip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger Functionen ete.* dieses 
Journal, Bd. 83, p. 200 ff. angegeben. Dort ward es auf einem anderen 
Wege abgeleitet, nämlich als Folge einer allgemeinen Methode, die daselbst 
für die Darstellung der (regulären oder irregulären) Integrale linearer Diffe- 
rentialgleichungen in der Umgebung ihrer singwlären Punkte entwickelt 
wird. Entgegen der neuerdings wiederholt geäusserten Bemerkung, dass 
eine Darstellung der irregulären Integrale bisher noch nicht existire, sei bei 
dieser (relegenheit auf die erwähnte Abhandlung und die sie ergänzende 
„Ueber die Wurzeln der Fundamentalgleichung ete.“ dieses Journal, Bd. 84 
hingewiesen *). Es werden in diesen Abhandlungen sowohl die Coetficien- 
ten der Fundamentalgleichung, die zu einem singulären Punkt gehört, als 
auch die Reihen für die Integrale in fertigen Formeln angegeben. 

Untersuchen wir nun die Bedingungen dafür, dass der Gleichung (23. 
durch ein Normalintegral genügt werde von der Form 

Ay Ani A 
| 2 


+ Da ; 
(29.) use zte” E*; (B,+B,2+B,0 +), 


wo der Ausdruck in Klammern eine nach ganzen positiven Potenzen von x 


*) In der zuletzt eitirten Abhandlung befindet sich ein Druckfehler. S. 264 in der 
d’logy 


statt —— 
gr; (dlogr)* 


ersten (nicht numerirten) Gleichung muss es heissen 


“y er 
(dlogx)* 
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fortschreitende, für hinlänglich kleine Werthe von x convergente Reihe be- 
deutet, in der B, von Null verschieden ist. 

Da die Function y in (25.) bei einem Umlauf um x = 0 in sich selbst 
multiplieirt mit der Constanten e’“”' übergeht, so muss sie nach der obigen 
Voraussetzung über die Wurzeln der Gleichung (24.), abgesehen von einem 
eonstanten Factor, mit einem der Elemente des obigen Fundamentalsystems, 
welches wir der Kürze wegen 
1 


2" p\ 7 
schreiben,. übereinstimmen. 
Die logarithmische Differentiation der Gleichung (25.) ergiebt, wenn 

man den Ausdruck 

B,+2B,0+3B,x°+--- 

B,+B x +B,r’+.-- 
mit Rücksicht darauf, dass 5, von Null verschieden ist, in die für hinläng- 
lich kleine Werthe von x convergente Reihe: 


4, +ac+mr0—+:-- 
entwickelt, 


! 
er y m Ä,, m—1)A,.-ı A A | 
(26.) _ Se — 4 Hay +0 240% 
R a1 ” 4 vi en 


Damit aber eine solche Entwickelung möglich sei, ist in Rücksicht darauf, 


71 r 1 . . . . . . ( | \ . 
dass y= xy ‚ nothwendig, dass die eindeutige Function y ) in der 
ü 2 5 > vw. 


Umgebung von z=0 oder gy(t) in der Umgebung von = x nicht unend- 
lich viele Nullstellen habe. Da aber „(f) den Charakter einer ganzen 
Funetion hat, die für £=0 nicht verschwindei, so erfordert dies, dass im 
ganzen -Gebiet nur eine endliche Anzahl von Nullstellen der Funetion pH 
vorhanden sind, zu denen aber £=0 nicht gehört. Dann aber lässt sich 
nach dem eitirten Satze des Herrn Weierstrass g(t) auf die Form 


N y Y ! N ‚a(t) 
pt) = Guft)e 


bringen, wo @,(f) eine ganze rationale Funetion von £ bedeutet, die für = 0 
nicht verschwindet, und deren Grad % gleich der Anzahl der Nullstellen 
ist, während @(?) eine rationale oder transcendente ganze Function bedeutet. 
Wir erhalten also 


y gt G( : ) e 2) 
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1 or . s ' . e 1 
In @ -) können wir das von x freie Glied ec, weglassen, indem wir %) 
mit dem constanten Factor e” multiplieirt denken. 
Die Forderung nun, dass y die Form des Normalintegrals (25.) habe, 


. 1 . . . 1 . 
bedingt, dass 6.) eine rationale ganze Function von — sei: 


1 A, Au A 
= rt 

x x Mn x 
Ferner muss 


x’ (Bu+ B,c-+ B,2’-+ +) — r° G( — re G,( - ) 


u i \ A 
sein. Da « 6) nach dem Obigen eine ganze Funetion Akten Grades 
von x Ist, so folgt, dass die Reihe in Klammern eine endliche ist, und zwar 
ergiebt sich 


B+B@+-+Be' = 26,(), 


A = o—k. 
Da B, von Null verschieden ist, so erhellt weiter, dass die ganze Function 
ae G(—) für e= 0 nicht verschwinden darf. 


In dem Normalintegrale von der Form (25.), falls ein solches der 
Gleichung (23.) genügt, muss also der Exponent von x den Werth o— 4 
haben, wo oe eine Wurzel der Gleichung (24.) und %k eine positive ganze 
Zahl ist. Die nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe, 
die daselbst auftritt, muss sich ferner auf eine ganze rationale Function Akten 
Grades redueiren, die für = 0 nicht verschwindet. Was den Grad m 


V I . » “s u oo u 
von G(-) betrifft, so lässt sich für denselben eine obere Grenze angeben. 
Hierzu bedürfen wir des folgenden Hülfssatzes. 
Ist 4 eine Funetion von x von der Beschaffenheit, dass die loga- 
rithmische Ableitung in der Form 


’_ = EB) 


y 
darstellbar ist, worin « eine positive ganze Zahl und B,(x) eine nach ganzen 
positiven Potenzen von x fortschreitende, für hinlänglich kleine Werthe von 
x convergente Reihe bezeichnet, die für & = 0 nicht verschwindet, so lässt 
sich y"’:y in der Form: 


(n) 
TODE TON 
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QO,(x) eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihe be- 
zeichnet. Ist nun « >1, so ist 


| n y) x n 
gi = (8B,(0))”. 
Yy e ==U 
Für »=2 ergiebt sich der Satz unmittelbar, denn es ist 


Ur ’ . En u 
N Betr 0), 


dx 


wo Q,(z) eine Potenzreihe mit ganzen positiven Potenzen von x bedeutet. 
also 





’_ — Bla) +r Orr)! 


Es sei nun der Satz für a = m bewiesen. also 


= (Ble))" + gr! (0) (a; ” 
so folgt durch Differentiation 
yir+ı) = gem | (Bı(2))"- gu 0 (2) + ya um—1 R x) 
wo R(z) wieder eine Potenzreihe mit ganzen positiven Potenzen von & 
bedeutet, mithin 


ylmı 1) 


Y = rd I Bla)" u 0, ‚(2)‘ S: (e);te" Re 
= OB HR Q, a). 


indem wir 
a \ı m \ N 
0.2) B(z)+Rle) = Q,r(®) 
setzen. Folglich gilt auch der Satz für » = m-+1. 
Wir dividiren die Gleichung (23.) durch x” und schreiben sie jetzt, 
wie folgt: 


(3). (A2).. . (ih) ka 
\ | 2° ... )y 


(27.) er en ern... 
DEE u 


y” 5 


gr+l 





In dem Coeffieienten (Al) deutet die erste Ziffer k an, dass er mit 9" 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 3. 39 
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multiplieirt ist, und die zweite Ziffer /!, dass der bezügliche Nenner «° ist. 
Die specielle Klasse der Differentialgleichungen, die wir betrachten, ist 
dadurch vollständig charakterisirt, dass überall 7% ist. 
Gesetzt nun, der Gleichung (27.) würde durch ein Integral von der 
Form (25.) genügt, so dass 
(1 I; Me A 
(27°) G(—) TER. _— WER Br. 1 


1 
[4 Ya Fr va —1 zt ’ 


dann folgt aus dem Ausdruck (26.) für y’:y 


! 


BL) 


und nach dem eben bewiesenen Hülfssatze, wenn man m+1 für « und k 
für n setzt, 


8) = arena), 


wo 
29) Bl) = (Bla) +z" Ole). 
B,(2) und O(x) bedeuten Reihen, die nach ganzen positiven Potenzen fort- 
schreiten. ®,(x) nimmt für c=0 den Werth —mA,, an. 
Da hier m >0*), so ist 


30) 80) =B(0 = (-mA,). 


Dividiren wir nun die Gleichung (27.) durch y und benutzen den Aus- 
druck (28.) für y®:y, so erhalten wir nach der Multiplieation mit =” 


\ 11) | (12 CE m+1an 
DI Ge ana Er ED Far ER) 
22) , (23 2k. 2(m+1) 
(31.) En e- r = in une er PB.) 7 


a ( Er (n, n+1) +...4 (n,Khn zgrtn+1) zn (). 


x" | art ein 





Aus dieser Gleichung, die identisch erfüllt sein muss, wenn ein Normal- 
integral existiren soll, erhellt, dass m+1 nicht grösser sein darf als die 


*) m=(0 würde den Fall bedeuten, dass die Gleichung (27.) ein reguläres Inte- 
oral habe, welches dann von der Form x* EN ) wäre (G, eine ganze Function des 
| jr 


Arguments); diesen Fall, dessen Bedingungen leicht zu diseutiren sind, schliessen wir aus. 
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grösste der Zahlen 


NEE ale SR FIRERGEER. 1 


2 3 n 
denn wenn m+-1 grösser als jede dieser Zahlen ist, so erhält man, indem 
man in (31.) 2=0 setzt, nach (30.) 
%,0) = (—-mA,)”"=d, 
also 
a =D 


mt 


Indem wir nun annehmen, dass 


k ) 


; m--1. 


können wir der Gleichung (27.) folgende Gestalt geben 


ya 4(D RR erl)\, ı) 
$ | = a TE IA 
HE wer 2 Em FD) yo >. 
| x’ ) 2? go :+1) . 
39. 
WEN Lk, | | (n—1, (na—1)(m+1))\ 
En m zn u se 0 zr—1)m +1) ,Y 
/(n,n) , (nn+1), (n, n(m-+1)) \ 
omas - = m # me s(m+1) ’‚y - (), 
x u la 7° 





Die Gleichung (53.) ist in dem Fall enthalten, den Herr Cayley a.a. 0. 
betrachtet, indem er festsetzt, dass die höchsten Grade der Üoeffieienten 


der Differentialgleichung in Bezug auf — in arithmetischem Verhältnisse 


wachsen sollen. Die determinirende Gleichung (24.) für die Exponenten o 
lautet jetzt 


(e(e-D...(e-(a-1))+(1Dele- 1)...(e—-(n—2))+--- 


| + +(n—1,2—1)e+(n,n) = 0. 


(33*.) 
Wenn man die Gleichung (33.) durch y dividirt und mit = multiplieirt, so 
erhält man mit Benutzung des Ausdruckes (28.) für y’:y die identische 
Gleichung 


(34.) Pl) +Ppı P, —1 (2) +Pp: P, 2 (=) en Pn—ı : 3, (2) | p — A ), 


worin pP, ».. p„ die folgende Bedeutung haben: 
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pP = (Marta ++ll,mHl), 
p, — (60)2”"+(0, +1)2""!4...+(0, o(m-+1)), 


p, = (nn)z""+(n, n-+1)e”" ori n(m-+1)). 
Setzt man in (34) 2=0, so ergiebt sich 

B,O)+Al,m+)B,_,(0)-+(2,2(m+1)),(0)-+- 

+ +(2—1, (a1) m+1))PılO)+(n,n(m+1)) = 0 
und hieraus vermöge der Relation (30.) 


(mA, +1, m +1) — mA," "+ 


(30.) 
/ | + +(n—1, (n—1)(m+1))—mA,)+(n, n(m+1)) = 0, 


ine Gleichung zur Bestimmung von A,, die auch Herr Cayley angegeben 


hat. Sie giebt im Allgemeinen » Werthe für A Wir sind aber im 


m* 


Stande, mittelst des vorausgeschickten Hülfssatzes, der uns die Relation (29.) 
a / R\ ki Mi N 
Pla) = Pia)’ +r"Q,(@) 


ergeben hat, worin Q,(r) eine nach ganzen positiven Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe bedeutet, nieht nur den Coeffieienten A,. sondern sämmt- 


A nn . 1 . 
liche Coeffieienten des Exponenten G() zu bestimmen. Denkt man sich 


nämlich die linke Seite von (34.) nach steigenden Potenzen von x geordnet, 
so kann man, soweit es sich um die m ersten Glieder, die mit 


0 m—1 


u. I ze c 


behaftet sind, handelt, zunächst vermöge (29.) P,(x) durch (P,(z)) ersetzen, 
und von ®B,(x) wiederum braucht man nur die m ersten Glieder beizu- 
behalten. 

Nun ist nach (26.) und (28.) 


na) = ar r = —mA4„-(m—1) A„_ 2" — A,a""+A2"+a,c"t'+-- 
die m ersten Glieder von ®,(x) sind also 

—mA,„— (m -D A, 202 —-(m—2) A,„.0°— -— A,uc"". 
Nach dem Ausdrucke (27) für He ) ist aber das Aggregat dieser Glieder 
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nichts Anderes als die Funetion 


16) 


dx 


"ET 2a 
Man wird also, um « zu erhalten, für die durch die algebraische Gleichung 


> 


(36.) 0+po""+po" +. +p, = 0 


bestimmte Function e eine Entwickelung nach ganzen positiven VPotenzen 
von z, wenn sie möglich ist, zu suchen haben. Das Aggregat der m ersten 


Glieder einer solehen Entwickelung liefert einen Ausdruck für =. Mit « 
f3 1 | 
ist dann auch G(;) durch die Festsetzung, dass es kein von x unabhän- 


oiges Glied enthalte, vollständig bestimmt. Setzt man in (36.) 2=0, so 
erhält man für das erste (von x freie) Glied der Entwiekelung die Glei- 
chung 


o+(l, m +) "+(2, 2(m+1))en + +(n, n(m-+1)) = 0, 


welche mit der Gleichung (35.) für —m A,, das erste Glied in x, zusammen- 
fällt, wie vorauszusehen war. Hat diese Gleichung lauter ungleiche Wur- 
zeln, so giebt es » Entwickelungen von ® nach aufsteigenden ganzen posi- 
tiven Potenzen von x, und die Aggregate der m ersten Glieder in jeder 
derselben (d. h. bis zu dem mit ©” behafteten Gliede inel.) liefern » ver- 
schiedene Ausdrücke für « und damit für @. Sind mehrere Wurzeln der 
Gleichung (35.) einander gleich, so enthalten die entsprechenden Entwieke- 
lungen im Allgemeinen gebrochene Potenzen von x. Wenn in diesem Falle 
eine Entwickelung zunächst mit ganzen Potenzen von x beginnen und erst die 
auf 2””" folgenden Glieder gebrochene Potenzen von z enthalten sollten. 
so würde auch hier das Aggregat der m ersten Glieder einen Ausdruck für « 
und hierdurch für @ liefern. Wir werden aber weiterhin sehen, dass für 
eine vielfache Wurzel der Gieichung (35.) der zugehörige Werth des Ex- 
ponenten A im Allgemeinen unendlich gross wird, also eine Darstellung 
des Integrals in der Form (25.) nicht zu Stande kommt, weshalb wir hier 
bei der allgemeinen Betrachtung uns auf die ungleichen Wurzeln der er- 
wähnten Gleichung beschränken werden, von denen jede zu einem bestimm- 


age 
ten Ausdruck für Gl >) führt. 


Den Gedanken, zur Behandlung der vorliegenden Differentialgleichung 
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die Discussion der algebraischen Gleichung (36.) heranzuziehen, hat Herr 
Cayley angedeutet *), ohne jedoch einen weiteren Gebrauch davon zu machen 
als die Ableitung der Gleichung (35.) zur Bestimmung des Coeffieienten ; 
A, in @. Wie eben gezeigt, lässt sich mit ihrer Hülfe das Polynom @ F 
in seiner Gesammtheit herstellen. 

Es ist für unseren Zweck wichtig, nachdem einer der Ausdrücke 
v 1 . r . - 5 ” .. . 
G(,) im Normalintegral (25.) fixirt ist, den Werth des zugehörigen Ex- 
ponenten A von x **) auf direetem Wege zu bestimmen. 

Erinnern wir zunächst daran, dass 


1 
(+) a6 ( 
vun (2) = —mA,—(m—1)A,12—— A," 


vi +1 PEREN at l eh 


l 
(Fr 
e (-) 
ist, und dass nach dem obigen Hülfssatz 


D’ . ( ) 
Fe > 


wo D’ den Aten Differentialquotienten nach x bezeichnet, mit 


1 2 
u ® d6(.) 

G ( 2 \ Eat: : de u 
e x / 


in den m ersten Gliedern der Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
x übereinstimmt. Hieraus folgt, dass in denselben Gliedern 


np.) a6 (+) 
dx 


2) 
(r 
e u 


x’ (m+1)_ 


ln +1) 


r ‚n+1) 


z'"+D durch \2”*'- 


ersetzt werden kann. 
Wir schreiben jetzt die Differentialgleichung (33.), nachdem wir sie 


mit x=”“*D multiplieirt haben, in der Form 


*") a.a.0. p. 287. Vgl. auch Thome dieses Journal, Bd. 76, p. 292 No. 6, wo diese 
Gleichung bereits zur Bestimmung der einzelnen Glieder des Polynoms @ benutzt ist. 

**), But I do not see any direct or simple way of obtaining the corresponding equa- 
tion for the exponent A of this subregular integral.“ Cayley a. a. O. p. 292. 
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(37.) ren IL RE 1) Le... P, ie; tigt | P,Y Fon (. 

worin, wie oben, 

pı = (1e2”"+(12)2”"+---+(l, m+1l), 


(37°) pP. = (00)2°”"+(o, o+1)2”""+---+(0, o(m+1)), 





p. = (nn)a”"+(n, n+1)2”""""+---+(n, n(m+1)), 


und substituiren in der Gleichung. (37.): 


88) y= eh 


i> 


so wird, wenn wir zur Abkürzung 


/(ım} nice > > 
" A 
e \ LE 7 
setzen: 
ER s( e P, ) 
Y Be e 1] Hi / +1 I 
’ " u e (n’+2n/ P, In P, ) 
Y vu Fri al] gg rı '0 tm Fr1) ’ 
| Ä P n(n—1) P 
3: :, ;, EIER) (n—1) 2 Ri; min?) 2 
Y ni In nn gut | 1.2 N grbn+1) 
' P l P 
nn? N 


/ ziur—1)C +1) ’ I vll 1) 


Die Gleichung (37.) wird demnach durch die Substitution (38.) transformirt in 
(are DO 4-(n P- p,)a2r do 0-1) 


4 n(n—1) m. \p R—2)(n+1) „(2 ı 
(39.) 1 ( 1> gi (n— 1)/ ıPı 7 p.)a 7 bee. 
+(»P,_+(@—-1)P,_pı++2P,p,.+p,_,)e"*'n' 


+(P,A P,-pı+ P,op:+ PıP.-ı 1 p )n Fan (), 





Der Coeffieient von 7; geht aus der linken Seite von (34.) hervor, indem 
man ®P, mit P, vertauscht. Da nun nach dem Vorhergehenden P, mit ®, 
in den m ersten Gliedern der Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
x übereinstimmt, der Ausdruck auf der linken Seite von (34.) aber identisch 
verschwindet, so folgt, dass der Coeffieient von 7 nach steigenden Potenzen 
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von x geordnet, mit =” beginnt. Setzt man nun, um die Coeffieienten A, 
B,. B,,... im Normalintegrai (25.) zu bestimmen, in (39.) 
N =— x’ (B,+ B,2+B,2°+---), 


so wird 





= = B,+B,e+B,Xe + = u, 
ir = AB+(A+D)B,a+(A+2)B’+ = u, 
(39".) I = A(A—-V)B,+(A+D) AB, x+(A+2)(A+D)B.a’+-- = wm, 
77, = A(A-D...(A-@-D)B,+A+DA...(A+1-(n-D)Bı2 
+(A+2)(A+1)...(A+2—(n—1))B.2’+-- = u,. 


Dureh Division mit =°*” geht dann die Gleichung (39.) über in 


du +lnP, +p)e"" "ut 
Cr HaP,_ı+(Rr—1)P, >Pı ++ 2P,p,.—.+ Pr-ı)%ı 
1 P, +P. ıP, + P.-2p,++P, Pr -1 +Pn u oe () 
| gg da ’ 





worin zufolge der obigen Bemerkung der Coefficient von x, eine ganze 
Funetion ist. Setzt man in (40.) e=0 und berücksichtigt, dass die Üoef- 
fieienten von %, %, -.. %, Tesp. =”, 2”, ... 2” zum Factor haben, 
also für = (0 verschwinden, so erhält man 


B,) A[rP,_,(O)-+@—1)P,_ (Ol, m+1)+-- 


+ +2P,(O)(n—2, (n—2)(m+1))+(n —1, (a—1)(m-+1))] 
| PFtPp tape tAPpn-ıtPpn | | — (0 
2” Lu ie: , 


und da B, wesentlich von Null verschieden, so erhält man durch vorstehende 
Gleichung den gesuchten Ausdruck für A. Der Coeffieient von A ist nach 
dem Obigen gleich 
nPr-O)-+(@—1)Pr(0) (1, m+1)-+--- 
+ +2P,(0)(n—2, (n—2)(m+1))+(n-—1, (a—1)(m-+1)) 
—= n(— mA) +(n—1V)(—-mA,”"A,m-+1)+--- 
+ +2(—mA,)(n—2, (n—2)(m-+1))+(n—1, (a—1)(m+1)), 


welcher Ausdruck nur gleich Null wird, wenn —mA, eine vielfache Wurzel 
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der Gleichung (35.) ist. Für jede einfache Wurzel derselben, zu der, wie 
. . a . y . #53 
wir gesehen haben, stets ein zugeordneter Ausdruck für die Funetion @( _) 


existirt, erhalten wir also mittelst der Coeffieienten dieser Funetion auch 
stets einen endlichen zugehörigen Werth für den Exponenten A in der 
Form *) 


qa(zx) 
f \ a7 y\T) | ,, 
u) A=>- et; (A 
worin 
p(z) = P,(z)+P., (@)pı + -P. ie 
- 1 
Ph - ) 
»\ — ’ A 167 1) ; 
P,(«x) = 2 
Gl ) 
e 
und 
(A,) = n(—-mA,)"" +(n-1)(—-mA,)" "A,m+1 


++2(—mA,)(n—2, (n—2)(m+1))+(r—1, (a—1)(m-+-1)) 


Ist. Pıs «+. P, Sind die in (37°) angegebenen Polynome. (x) ist durch x 
theilbar. 

Es erübrigt noch die Bestimmung der Coeffiecienten B,, B,. 
Dureh Einsetzen der Ausdrücke (39) für %,, %. ... z, in (40.) erhalten 
wir homogene lineare Gleichungen zwischen diesen ÜCboeffieienten, dureh 
welche wir, nachdem nunmehr A bekannt ist, B,, B;,, ... successive durch 
B, linear ausdrücken können. Bemerken wir zuvor, dass x’ "' die höchste 


Potenz von z in P, ist. Denn 


O7 ie —= — A,2”""-+ Glieder mit niedrigeren Potenzen von «. 


Ist nun der Satz für A wahr. also 


. 1 
> ER Pal, / 
P=z:' = 88 


1 
(2) 


=; + ..». 


dann ist 


pi.) du e ar U 


*) Vgl. Thome, dieses Journal, Bd. 76, No. 6. 


Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 4. 
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und hieraus 
5 ee; 
pin) _ e N , 


> 


in Berücksichtigung dessen, dass x’ die höchste Potenz in DG( > ist. 
Folglich 


z’+D0n+1)D% ey (z) 
PET dene; ame 
.G) 


wodurch der Satz auch für A-+1 bewiesen ist. Vermöge dieses Satzes er- 





)+1)m—1 
— Ct ) +", 


kennen wir, dass die höchste Potenz von x, die in den Coeffieienten von 
U, Hui + 4 IN (40.) vorkommt, 2” ist. In der aus der linken Seite 
von (40.) durch die Substituirung der Werthe (39°.) für die « hervorgehenden 
keihe enthält daher das mit z°*””=" multiplieirte Glied nur die Üoef- 
ficienten 
b;, Buy, B.;:, Bi: 98 Buyma-1 

und zwar ist D, multiplieirt mit 
fi; = (A+M)(A+k—1)...(A+k—(n—1)) 
(42.) + (11)(A+k)(A+k—1)...(A+k—(n—2))+ 
++(n—1, a—1)(A+k)+(n, n), 
wenn man beachtet, dass zufolge desselben Satzes x 
Potenz in P,x””’"» ist, mithin bei der Bildung des Coefficienten von B, 
kein P, und von p,, ... pP, nur die mit den höchsten Potenzen von = multi- 
plieirten Glieder betheiligt sind. f, ist vom »ten Grade in Beziehung auf 
k, die Factoren von By;1, Bir, »-- Barum, Sind, da an ihnen «, nicht 
betheiligt ist, von niedrigerem als dem »ten Grade in k. Der Coefficient von 
cv) jn (40.), gleich Null gesetzt, ergiebt daher zwischen den B eine 
Gleichung von der Form 

(43.) fh B-+ far Bart "+ farm Barmen) 0, 


worin f, das Polynom (42.) vom.Grade », firı »** firmen Polynome von 
niedrigerem Grade in k bezeichnen. 





men -1)—1 die höchste 


Aus dieser Form der Reeursionsgleichung ersieht man leicht, dass 
der Quotient B,,,:B, sieh mit unendlich wachsendem % keinem endlichen 
Grenzwerth nähern kann. Denn sonst hätte auch 

Bir a ER Bi} A bi} 2 u Bir 


B; B; Barı Bi +3 —ı 
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für k= x einen endlichen Werth, während f;,;:f; für k= x verschwindet. 
Es müsste daher auch 
fr+ı Bari ı far Bir RT fr+mn-1) Brtmn-ı) 
fr Bi == u fi B, 

fir k= x verschwinden, was mit der Gleichung (43.) nicht vereinbar ist, 
da nach ihr diese Grösse den Werth —1 hat. 

Hieraus folgt, dass eine mit den Coeffieienten B,, B,. ... gebildete 
unendliche Reihe 

B,+B,c+B,r’+--- 
für jeden von Null verschiedenen Werth von z divergiren muss. Ein 
Normalintegral von der Form (25.) kann demnach nur dann existiren, wenn 
diese Reihe sich auf eine ganze Funetion redueirt. Dieses Ergebniss ist 
nur eine directe Bestätigung der Folgerungen, die wir bereits oben aus der 
Reihenform 
e 1 
y=ap(-) 

für die Integrale der Gleichung (23.) gezogen haben. 

Soll aber die Reihe 

B,+B,2+B,x0°+--- 
eine endliche sein, etwa aus +1 Gliedern bestehen, so dass B,., und alle 
folgenden Coeffiecienten verschwinden, so muss zufolge der Recursions- 
formel (43.) 
f; = (A+h)(A+k—1)...(A+k—(n—1))+(A+k)(A+k—1)...(A+k—(n—2))(11)+-- 
+ +(A+M)(n—1l, n—1l)+(n, n) = 0 

sein. Mit anderen Worten: 

Die determinirende Gleichung (33°) für die vorliegende Differential- 
gleichung (33.) 


e(e-1)...(e-(n—1))+e(e--1)...(e-(n—2))(11)+-+o(n—1,n—1)-+(n, n) = 0 
muss eine Wurzel haben von der Form 
0 = A+k, 


wo k eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet. Dies war aber die 
andere Bedingung, die wir oben für die Existenz eines Normalintegrals von 
der Form (25.) abgeleitet haben, nur dass wir jetzt nach der Formel (41.) 
zu jedem der » möglichen Polynome G( —) den zugehörigen Ausdruck für 


34* 
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A bestimmen können. Bemerken wir noch, dass in Folge der Voraus- 
setzung, wonach nicht zwei Wurzeln der determinirenden Gleichung sich 
bloss um ganze Zahlen von einander unterscheiden sollen, die Bedingung 
o = A+k, 
falls sie für ein gegebenes A erfüllbar ist, nur durch eine einzige Wurzel o 
erfüllt werden kann, wodurch dann auch die positive ganze Zahl k voll- 
ständig bestimmt ist. So viele also unter den » möglichen Normalintegralen 
existiren, so viele Wurzeln der determinirenden Gleichung sind mit ihnen, 
eine jede einem derselben entsprechend, verknüpft, und der Grad % der zu- 
gehörigen ganzen Function «, durch die Relation 
k = 0—A 
vegcben. Zur Bestimmung der %# Verhältnisse zwischen den Coefficienten 
m Gr 


der Funetion «, erhält man durch Einsetzen der Werthe (39°) für a, a, ».. @, 
in (40.), worin A jetzt bekannt ist, #+m(»—1)—1 lineare Gleichungen, indem 
die Coeffieienten von x', x’, ... a0)! auf der linken Seite von (40.) 
einzeln gleich Null gesetzt werden. (Der Coeffieient von x", gleich Null 
gesetzt, ergab die Bestimmung von A). Da die Anzahl dieser Gleichungen 
um m(a—1)—1 grösser ist als die Zahl der Unbekannten, so kommt zur 
Bedingung k=0o—A noch die der Verträglichkeit dieser Gleichungen hinzu, 
was die Erfüllung von weiteren m(»—1)—1 Gleichungen erfordert. 
Abgesehen von dem Falle m = 0, der die unmittelbar zu integrirende 
Gleichung 
(22) 


\ 
Be nn 
Zye dh... Kan, 


x N 


11) 
ya Ba yd+ y Rt () 


x 
liefert, die lauter reguläre Integrale hat, sind es nur dieFälle m=1,»=1 


und m=1,»=2, in welchen zu der Bedingung k=0o-—A keine weiteren 





Bedingungen für die Existenz eines Normalintegrals erforderlich sind. Im 
ersten Falle lautet die Gleichung 


alfa 1.82), 9 


l 


x 2 + 1 


Hier st oe=A=—(11l), also die erste Bedingung von selbst erfüllt, indem 
k =( ist, und man erhält 


un) 


A pe 


E 
S 
Er 
fi? 
2 
= 
4 
Er: 
; 
E* 








N ee ee 
PR le PTR 


ERSTE AN 


Be Bet 


wo 
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‚1 12 2(1.5) 1. m-+ 
a2) Me = | ( 9) ARTE. m 


2? 
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die Funetion «, wird hier also eine Constante. 


Im zweiten Falle wird die Gleichung 


z 11): (42)\_,., /(28: (28) 
Y +2 2) -( Zr 


(24) 


Ny u () 
X ar /° 1 


Dahin gehört die im ersten Abschnitt behandelte Gleichung. 


Hierher gehört auch die Riccatische Gleichung. 


d’y 2 — 
(44 . 
\ ) dx’ 
geht dureh die Substitution 
T 
über in die Gleiehung 
Pr d’y 
(45. - 
. ) d&“ 


Denn die ( rleichung 


2m y hd 
dr ü .Yy 
| 
2m dy 
— = My, 
Fr: 27] 


welche eine der Formen ist, auf die die Riccatische Gleichung zurückgeführt 


wird. 


von (44.) gehören, ist 


f e. \ ) ()_ 
o(e—-1)+(2 


ihre Wurzeln sind also 


0; u 0), O0, 
% + 


Ferner findet sich 
A, — Yh, 


Die Fundamentalgleichung für die Exponenten, zu denen die Integrale 


ee) 


2m)o = (, 


— 2m—1. 


A=m. 


Die Bedingung also für die Existenz eines Normalintegrals ist 


m-+k=(0 oder 


Da keine dieser Bedingungsgleichungen YA enthält, so folgt jedesmal, 
eine derselben erfüllt ist, die Existenz zweier Normalintegrale. 


m+-k=2m-—l. 


wo 


So oft also 


m eine ganze positive oder negative Zahl oder Null ist, ist das allgemeine 
Integral der Gleichung (44.), also auch der Riceatischen (45.) in endlicher 


Form darstellbar. 


Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchungen besteht demnach 


in Folgendem: 
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A bestimmen können. Bemerken wir noch, dass in Folge der Voraus- 
setzung, wonach nicht zwei Wurzeln der determinirenden Gleichung sich 
bloss um ganze Zahlen von einander unterscheiden sollen, die Bedingung 
o = A+k, 
falls sie für ein gegebenes A erfüllbar ist, nur durch eine einzige Wurzel o 
erfüllt werden kann, wodurch dann auch die positive ganze Zahl k voll- 
ständig bestimmt ist. So viele also unter den » möglichen Normalintegralen 
existiren, so viele Wurzeln der determinirenden Gleichung sind mit ihnen, 
eine jede einem derselben entsprechend, verknüpft, und der Grad %k der zu- 
gehörigen ganzen Funetion «, durch die Relation 
k = 0—-A 
vegeben. Zur Bestimmung der % Verhältnisse zwischen den Coefficienten 
ni 2. 

der Function «, erhält man durch Einsetzen der Werthe (39°) für «,, 2, ... %, 
in (40.), worin A jetzt bekannt ist, 7+m(n—1)—1 lineare Gleichungen, indem 
die Coeffieienten von x', x@°, ... a"! auf der linken Seite von (40.) 
einzeln gleich Null gesetzt werden. (Der Üoeffieient von x’, gleich Null 
gesetzt, ergab die Bestimmung von A). Da die Anzahl dieser Gleichungen 
um m(a—1)—1 grösser ist als die Zahl der Unbekannten, so kommt zur 
Bedingung k=0o—A noch die der Verträglichkeit dieser Gleichungen hinzu, 
was die Erfüllung von weiteren m(»—1)—1 Gleichungen erfordert. 

Abgesehen von dem Falle m = 0, der die unmittelbar zu integrirende 
(Gleichung 


yo. 


1) 
. 


a nn 
ya-D4 = yet. en y-0 
liefert, die lauter reguläre Integrale hat, sind es nur dieFälle m=1, n=1 
undm=1,»=2, in welchen zu der Bedingung k=0o—A keine weiteren 
Bedingungen für die Existenz eines Normalintegrals erforderlich sind. Im 
ersten Falle lautet die Gleichung 


fi A,m+1)\, _ 

Y ++ ren ) y=ß. 
Hier ist oe=A=—(1l), also die erste Bedingung von selbst erfüllt, indem 
k =( ist, und man erhält 


(- 
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wo 


(1 se 2(1,3) m(l.m-+1) 
Gl -) = te | a 


die Funetion «, wird hier also eine Constante. 
Im zweiten Falle wird die Gleichung 


y" HD a wir. er (24) \ 0. 


r’ | Pr )Yy zu 
Dahin gehört die im ersten Abschnitt behandelte Gleichung. 
Hierher gehört auch die Riccatische Gleichung. Denn die Gleichung 


F d’y 2—2m dy h 
. 5) Fr _ ? 
(44 ) dx’ x dx x J 


geht durch die Substitution 


-— 


Im 


über in die Gleichung 


FEN d’ı 2m dı 
(45.) 1 J 


d£’ &E d& 


=: By, 


welche eine der Formen ist, auf die die Riccatische Gleichung zurück getührt 
wird. Die Fundamentalgleichung für die Exponenten, zu denen die Integrale 
von (44.) gehören, ist 

o(o—1l)+(2—-2m)o = (0, 
ihre Wurzeln sind also 


0, a ), 


u 


, = 2m—l. 
Ferner findet sich 


A,=!Yh, A=m. 
Die Bedingung also für die Existenz eines Normalintegrals ist 
+k=0 oder m+k=2m-—l. 

Da keine dieser Bedingungsgleichungen Y%h enthält, so folgt jedesmal, wo 
eine derselben erfüllt ist, die Existenz zweier Normalintegrale. So oft also 
m eine ganze positive oder negative Zahl oder Null ist, ist das allgemeine 
Integral der Gleichung (44.), also auch der Riecatischen (45.) in endlicher 
Form darstellbar. 


Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchungen besteht demnach 
in Folgendem: 
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Die Gleichung 


(ID, ,.., mtl) Yya 
an a aan ni 57 
22 23 2,2(m+1)) \ n-: 
+ ” + „Erde + m 2n+0 ) -)y‘ Ihr. 
‚f (mn) n,n-+1) | (n, n(m-+1)) 
Baer 20 San Ban RB er = 0 


hat zu Integralen das Fundamentalsystem 


en ee 


worin 9, -.. @, die Wurzeln der determinirenden Gleichung 


e(e-D...(e-R@-D)+rele—1)...(e-@-2))ID+-- 
“+e@r—1,n—1)+(n, n) 

' ” . Be. 
sind. 1, ».. @„ bezeichnen nach ganzen positiven Potenzen von „ fort- 
schreitende Reihen, die für jeden Werth von x ausser für e = (0 convergiren 
und für = x nicht verschwinden. Der Einfachheit wegen ist angenommen, 
dass nicht zwei der Wurzeln o sich bloss um ganze Zahlen von einander 
unterscheiden. 


Soll der Differentialgleichung durch ein Normalintegral genügt werden. 
so muss dieses durch den geschlossenen Ausdruck 


46) y = area) 


darstellbar sein, worin 


a1) = Any Amy. .A 


ac zu 
und f(x) eine ganze Function bedeutet. Zur Bestimmung von @ dienen die 
in der Umgebung von 2=0 gültigen Entwickelungen der durch die alge- 
braische Gleichung 
"+pe"+pe" + +p, = 0 


definirten Funetion ®; hierin ist 
2, = (00)2”"+(o, 0+1)2”""+(o, 0+2)2”" "+... +(0, o(m+1)) 0=1,2... m, 


wobei zu beachten, dass für den vorliegenden Zweck von den Polynomen 
p, die mit =” und höheren Potenzen von x behafteten Glieder fortgelassen 
werden können. Erste Bedingung für die Existenz eines Normalintegrals 
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ist, dass es eine Entwiekelung von v nach aufsteigenden Potenzen von & 
giebt, die in ihren m ersten Gliedern die Form 
m—] 


dy+a,C+"+qa,_,ı% 


hat. Das Aggregat dieser Glieder setze man gleich 


aa ( =) 


dx 


mtl 


cz 


> a ih, n #3 
damit Ist 6.) vollständig bestimmt, wenn man noch festsetzt, dass G( .) 
für 2= >» verschwinden soll. Der Coeffiecient A, genügt der Gleichung 
„ten Grades 

(—mA,"+(l, m+1) mA, "+ 
+(n—1, (a1) m+1)) -mA,)+(n, n(m-+1)) = 0. 
Jeder einfachen Wurzel dieser Gleichung ist stets, einer vielfachen nur in 
nu j f3 
besonderen Fällen ein Polynom G() zugeordnet. Ist G(--) gefunden, so 


erhält man den zugehörigen Exponenten A durch den Ausdruck 
(x 
Ve. , 


worin, wenn 


vesetzt wird, 
ya) = P(@)+P,-(@)p ++ Pı(@)puitPp, 
und 
(A,) = n(—-mA,) "+ —-VD)-mA,""A,m+1)+-- 
+ +2(—mA,)(n—2, (a—2)(m+1))+(»—1, (n—1)(m-+1)) 
ist. g(x) ist durch x” theilbar. 
A ist stets endlich, wenn die zugehörige Wurzel der Gleichung für 
A, einfach ist. Damit nun ein mit den gefundenen Exponenten G( —) und 
A behaftetes Integral von der Form (46.) existire, ist ferner nothwendig, dass 
o—A = k 


wo k=( oder eine positive ganze Zahl ist. e ist eine Wurzel der deter- 


9 


minirenden Gleichung; bei der obigen Annahme über die Beschaffenheit 
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ihrer Wurzeln kann dies für ein gegebenes A nur bei einer Wurzel @ statt- 
haben. 4 giebt dann den Grad der entsprechenden ganzen Funetion an. 
Als letzte Bedingung tritt dann noch die Verträglichkeit gewisser unmittel- 
bar aufzustellender linearer Gleichungen hinzu, deren Anzahl um m(a—1)—1 
grösser Ist als die Zahl der Unbekannten. 

Zum Schluss sei noch eine Bemerkung hinsichtlich der Existenz 
endlicher Integrale mit gebrochenen Potenzen hinzugefügt, wovon ein Bei- 
spiel am Ende des ersten Abschnitts behandelt ist. Enthält die Entwiekelung 


eines Zweiees der aleebraischen Funetion e gebrochene Potenzen, und zwar 
bee) ben) bee) . ) 


eehe dieselbe nach ganzen positiven Potenzen von z° fort, so setze man 


 _ 
ı=s, 


wodurch die betrachtete Differentialgleichung in eine solche von der näm- 
lichen Beschaffenheit wie (35.) übergeht, nur dass m durch ma ersetzt ist. 
Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung werden 


00, 080, :.. 0Q 


Die zugehörige algebraische Function © lässt dann eine Entwickelung nach 
ganzen positiven Potenzen von $ zu, und das entsprechende Normalintegral, 
wenn es existirt, hat dann die Form 


{ 1 
yo ce Dee, 


“= 2, m: . + zur 
Die Bedingung für die Existenz desselben, in der Voraussetzung, dass G( } 


und A nach dem oben beschriebenen Verfahren bestimmt worden, lautet hier 
A+k= 00, 

wo o eine der Wurzeln @,, ... 0, und k eine positive ganze Zahl oder Null 

bedeutet. Hierzu treten dann noch die Bedingungsgleichungen dafür, dass 

die Differentialgleichung für 


wa 
nn er 


durch eine ganze Function Akten -Grades f($) befriedigt werde. 
1 


174 


Setzt man für 5 seinen Werth x° wieder ein, so erhält man 


“8 ’ 1 
(r s 
y=e Gera) 
Dieses in gebrochenen Potenzen von x dargestellte Integral ist eine lineare 
Verbindung der zu « Wurzeln der determinirenden Gleichung gehörigen 








‘) 
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Elemente des Fundamentalsystems in der Umgebung von 2=0. Vrdnet 
() 


’ l i s des 
nach steigenden Potenzen von eineesetzt hat, in foleender Weise: 
x? a . 


man nämlich vorstehenden Ausdruck, nachdem man für e die Reihe 


E b ( \ 
— - n — - } 
Y a Mr + 
A+k—1 
4a [ | b, C, 
Fa 7 gr 


worin a von Null verschieden ist, @,. ... a,_, aber auch gleich Null sein 
können, so ist y eine lineare Funetion von ZU 0, 0 ».. 0, gehörigen 


N 


Elementen des Fundamentalsystems, wenn 
A+k A+k—1 A+k—fe-—1) 


. Ma = kr ru Bw; 
a 0: a 1 N m l 


: Tauaee 
wo di, ... Ö,_, positive ganze Zahlen oder Null bedeuten (d,=V, wenn «a, 
von Null verschieden ist). 

Diese Relationen sagen zugleich aus, dass die Differenz je zweier 
Wurzeln, zu denen die in y verbundenen Elemente gehören, eine rationale 
Zahl mit dem Nenner «& sein muss. 


Berlin, December 1887. 


Druckfehler. 
Seite 259. Zeile 4 v. u. Wr) für z. 


8. . S. .„ m=| zu streichen. 
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Ueber die für eine homogene lineare Differential- 
gleichung dritter Ordnung zwischen den Funda- 
mentalintegralen und deren Ableitungen statt- 
findenden algebraischen Beziehungen. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Herr Fuchs hat im 1. Bande der Acta Mathematica charakteristische 
Eigenschaften derjenigen linearen homogenen Differentialgleichungen dritter 
Ordnung entwickelt, für welche zwischen drei Fundamentalintegralen eine 
algebraische homogene Beziehung besteht: die vorliegende Untersuchung 
soll für eben diese Differentialgleichungen, sie mögen irreduetibel oder 
reduetibel sein, die Frage, und zwar nach einer auf lineare Differential- 
sleichungen beliebiger Ordnung anwendbaren Methode, beantworten, ob 
algebraische Beziehungen zwischen den Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen überhaupt existiren können und welcher Art diese sein müssen. 

Um zunächst gewisse specielle Formen solcher Beziehungen ins Auge 
zu fassen, mögen einige allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt werden, 
die auch für die Theorie der allgemeinen algebraischen Differentialglei- 
chungen beliebiger Ordnung von Interesse sind. Sei y, ein Integral einer 
in 3 algebraisch irreductibeln Differentialgleichung mter Ordnung 

A) ya), 
welches nicht schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung genügt, 
und sei ein zweites Integral y, derselben eine irreductible algebraische 
Funetion von z, y, und dessen Ableitungen 

(2.) y = we, Yı,Yı, 4), 
so ergiebt sich durch Einsetzen von y, in (1.) mit Benutzung der Beziehung 


ya far) 
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und deren Differentialquotienten die algebraische Relation 
‘ ’ ! (m—1 zu 
@) Fayy..yt = 0, 
welche der für y, gemachten Annahme gemäss identisch sein muss: es folgt 


daraus, dass, wenn unter der Voraussetzung, dass n, irgend ein Integral der 
Differentialgleichung (1.) bedeutet, 


\ a (m—1) 
4 nee’) 


gesetzt wird, auch 7, ein Integral eben dieser Differentialgleichung sein wird. 

Sei das 7, = y, entsprechende Integral 7, = y,. entspreche weiter 
„»=y, dem n,=9;. ete., so ergiebt sich eine Reihe von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) in der Form 


\ 


Yı Ola, YyıYyırc.)) HOT Ya Yaıı), a olR, Yo Yarıe), 
oder, wenn man in 9, den Werth für 9,. in 9, den eben erhaltenen für y;. 
u. 8. w. einsetzt und zur Abkürzung die Bezeichnung der iterirten Fune- 


tionen einführt. 


! 


() Yu po ya yıa) WO Yard) Ol Ya Yıneo); 

In der Gruppe (a.) sind sämmtliche Integrale algebraische Funetionen des 
einen Integrales y, und dessen Ableitungen, und die Anzahl der Elemente 
dieser Gruppe wird im Allgemeinen unendlich gross sein, d. h. es wird sich 
im Allgemeinen keines der früheren Integrale durch Iterirung der »&-Fune- 
tion wiederholen; wird jedoch y,;, = Y,;1, 80 erhält man 


\ N \ 


a, YasYasıı) = Ola, Yas Yasıı- 
oder nach der angenommenen Bezeichnung 

(2, Yı,Yı,--) = We, Yı, Ws ---) 
oder endlich, wenn 0 = o-+J ist, 

5.) we, _ VRRRe MFIIPEND IE Eu FRDE 
Da wir uns ©°’(z, Y,41,%,41, ..) wieder vermöge (1.) auf eine algebraische Fune- 
tion von X, Yorır Yorız +» ++ 941  redueirt denken können, so wird, wenn wir 
annehmen, dass y,,, nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung 
von niederer Ordnung als der mten Genüge leistet — und diese Bedingung 
wird unter der Annahme der Irreduetibilität der Differentialgleichung (1. 
jedenfalls erfüllt — die Gleichung (5.) eine identische, also durch jedes 
Integral der Differentialgleichung (1.) erfüllt sein, und somit wird auch die 
Beziehung bestehen 


6.) wa, Yy3 Ye) = Yı: 
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woraus sich unmittelbar 
r+ Ö ' —. r J 
ar, y5 iz) = WE, Yır Yır---) 
ergiebt. Für den Fall also, dass die Zahl der Elemente der Gruppe («.) 
eine endliche ist, wird diese die Form annehmen 


b) Yo 0a Yyr Ye Ye Ye Ey lire), 
worin wol, YırYır---) = Yı 

ist, und wir dürfen, wenn d die kleinste Zahl ist, welche dieser Bedingung 
venügt, annehmen, dass alle Elemente der Gruppe unter einander ver- 
schieden sind. 

Sei nun, gleichgültig ob die Anzahl der Elemente der Gruppe («.) 
eine endliche oder unendliche ist, ein in dieser Gruppe nicht enthaltenes 
Integral 7,, so werden nach dem obigen Satze auch 


(a.) My Ola, Ms Ms) OR, Mr Mrs); 
Integrale der Differentialgleichung (1.) sein, und für den Fall der Existenz 
der endlichen Gruppe (b.) wird auch wieder unter der Annahme der Irre- 
duetibilität der Differentialgleichung (1.) aus den oben angegebenen Gründen 
die endliche Integralgruppe folgen 
Be Bar A ee Meder Akten 
worin Wa, N, 1...) = Mm; 

dass in dieser wieder sämmtliche Elemente verschieden sind, geht daraus 
hervor, dass die Gleichung 

(ED, N NM) = Oz, N, N.) auch w’lz, %ı,Yı, +.) = We, Yı, Yır ++.) 
nach sich ziehen würde, und ebenso einfach folgt, dass nicht zwei Elemente 
der Gruppen (b.) und (b,.) einander gleich sein können, da aus der Annahme 


(EN My) = We, Yır Yır ++.) 
durch (d—z)-fache Iterirung 
d—x +) 


Ö NR a 2 
NN) TNM>w 


(€, Yı, Yyı, ...) 
folgen würde, was wegen der Annahme, dass 7, nieht schon in der Gruppe 
(b.) enthalten sein sollte, unstatthaft ist. 

Fassen wir die gefundenen Resultate zusammen, so erhalten wir den 
folgenden >atz: 

Wenn für eine algebraische Differentialgleichung ein Integral eine irre- 
ductible algebraische Function w eines anderen Integrales y,, welches nicht schon 


einer Differentialgleichung niederer Ordnung genügt, dessen Ableitungen und der 
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unabhängigen Variabeln ist, so lassen sich die unendlich vielen Integrale der 


Differentialgleichung in Gruppen von der Form ordnen 


en er ir ee) 


! ' N 


ra WER U >); 


Y 7 } 


(A) 1 


i ER ' > £ ' \ 
Bu ec Eee 





die im Allgemeinen unendlich viele Elemente enthalten werden; ist die Diffe- 
rentialgleichung irreductibel, so werden die Gruppen entweder die Form ( A.) 
haben, oder wenn die Anzahl der Elemente einer Gruppe eine endliche ist, 
die Gestalt 


u, ee Fehr), 7 an € en FREE 
worin (2,1, 1) N 
ri ne ee Er 
(B.) worin Wan, N.) = NM. 
BE A ne) 
worin wlan, N.) N 





wobei jede Gruppe gleich viele und unter einander verschiedene Elemente ent- 
hält, und die Anzahl der Gruppen selbst unendlich gross ist. 

Ist die Differentialgleichung (1.) eine lineare homogene, so dass jedes 
Integral sieh als homogene lineare Function von m Fundamentalintegralen 
mit constanten Coefficienten ausdrücken lässt, so wird für den Fall, dass 
eines ihrer Integrale eine algebraische Function eines anderen und dessen 
Ableitungen ist, die aus demselben entstehende Gruppe 


a an Pe irn), 
so beschaffen sein müssen, dass höchstens die ersten m Elemente linear von 
einander unabhängig sind, und es lautet daher die erste Gruppe 


l 


7 a RR, Et ya er): 
worin A m, 
wenn 
(d.) w(z, Yı, Yı, ...) u CYyırca(z, Yı, Yı; ..)t+4 C,_,W (®, Yı, Yı. ... 
ist, und man sieht zugleich aus (7.), weil diese Gleichung mit der als irre- 
duetibel vorausgesetzten linearen homogenen Differentialgleichung die Lösung 
Y,, also auch alle Lösungen gemein haben muss, dass, wenn w(z, Y,, Yı, ---) 
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statt y, gesetzt wird, 
witz, Yyı, Yıy+--) 
= 002, Yı 913 + )FOOE, Yır Yır--+)+ +95 WwlT, Yır Yır-..). 
oder 
ot, y3 Yin) = Ooyıt Cole, yı,Yyı-.)+ +9 S1W0t lE, Yyır Yır ---) 
sein wird, und ebenso für alle folgenden Elemente der Gruppe, so dass die 
einzigen linear von einander unabhängigen Integrale der Gruppe («.) die 
ersten A Elemente derselben sind — doch wird die gesammte erste Gruppe 
nicht alle Integrale zu enthalten brauchen, welche linear von den ersten 
, Elementen abhängen. Sei nun 9, irgend ein anderes Integral der linearen 
Difterentialgleichung, welches nicht eine lineare homogene Function mit 
eonstanten Goeffieienten aus den Elementen der Gruppe («.) ist, so werden 
nach dem Früheren auch 


PB) Ya la YrYyaı) Yan) TE, Yar Yan.) 
Integrale der Differentialgleichung sein, und zwar werden diese Elemente 
unter einander nicht in homogener linearer Beziehung stehen können, weil 
eine Relation 

yet olR, Ya ya) te a, ya yon...) = 0 
vermöge der Irreduetibilität der Differentialgleichung 

ya, ya Yan IH tan, Yızyına.) = 0 
nach sich ziehen würde, und eine solche Beziehung nicht stattfand; anderer- 
seits ist aber ebenso klar, dass die weiteren Elemente der Gruppe (P. 
sämmtlich nach dem Obigen lineare homogene Functionen mit constanten 
Coefficienten von den ersten A Elementen der Gruppe sein werden, es bleibt 
aber der Fall nicht ausgeschlossen, dass Elemente der Gruppe (?.) mit denen 
der Gruppe («.) in linearer homogener Beziehung stehen, also nicht alle 
24 Elemente der beiden Gruppen Fundamentalintegrale der gegebenen 
Differentialgleichung sein müssen. Nehmen wir nun ein Integral y,, welches 
nicht eine lineare homogene Function von Elementen der Gruppen («.) und 
(2.) sein soll, so wird die Gruppe 


A ‚ klf, ' 
Y3;, WR, Ya, Yay +++); DE w (£, Y33 Y33 +++) 


die Eigenschaften der Gruppe (/.) haben, u. s. w. Da aber die Anzahl der 
linear von einander unabhängigen Integrale gleich m ist, so wird für eine 
lineare homogene irreductible Differentialgleichung mter Ordnung die Anzahl der 
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Gruppen eine endliche, und wenn dieselben in der Form 


, ' i—1 J 
Yı, w(T, Yır Yır++-); rw (@, YırYır +), 


EBERLE. 5 TEN 
YS; oT, Y5» Yyy...), Ans wi (r, Y5. yJ3. “s ) 


dargestellt werden, d<_m sein, wobei die Elemente einer Gruppe linear von 
einander unabhängig sind und eine höhere Iterirung als die (4—1)te nur eine 
lineare Function der Elemente derselben Gruppe liefert. 

Um von diesen Bemerkungen zunächst auf einen speciellen Fall des 
in der vorliegenden Arbeit zu behandelnden Problems einige einfache An- 
wendungen zu geben, werde hervorgehoben, dass, so wie zwei Lösungen 
einer irreduetibeln algebraischen Gleichung (Zweige einer irreduetibeln alge- 
braischen Funetion) sich bekanntlich nicht nur um eine rationale Function 
der unabhängigen Variabeln unterscheiden können, offenbar auch zwischen 
zwei Integralen einer irreduetibeln linearen homogenen Differentialgleichung 


8) HR TH tr PurPny = 0 
nicht eine Beziehung von der Form 
y = eyırf 
stattfinden darf, wenn ce eine Constante und f eine algebraische Function 
von x ist, oder noch allgemeiner, wenn f überhaupt das Integral einer 
algebraischen Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung als der mten 
ist. Während dagegen für eine algebraische Funetion zwei Zweige in einem 
in der Variabeln rationalen Verhältnisse stehen können, wobei dieses Ver- 
hältniss eine Constante und zwar eine Einheitswurzel sein muss, ergiebt sich 
für die Differentialgleichung aus der Annahme einer Beziehung 
2) = lm 
worin f eine algebraische Function bedeutet, dass in Folge der Existenz 
einer aus einer endlichen Anzahl von Elementen bestehenden Gruppe 
fyı = wyıralfyıtefyt+taofy; 
und daher f eine Constante sein muss, also y, kein selbständiges Integral 
und somit die Annahme (9.) ausgeschlossen ist. Die Annahme 
10) = ff 
für irreduetible algebraische Gleichungen führt, von binomischen Gleichungen 
abgesehen, entweder auf die Bedingung, dass « eine complexe Einheits- 
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wurzel ist, und somit auf die Unmöglichkeit der Relation (10.), da y, eine 
algebraische Funetion von x und y, sein soll, oder auf die algebraische Be- 
ziehung 9, = fy, ', während für eine lineare homogene Differentialgleichung 
die Beziehung (10.) vermöge der oben dargestellten Iterirung die Relation 


ur! 


— a 4 = tete rege 
nach sich zieht, aus der sich gegen die Annahme ergiebt, dass « jedenfalls 
irrational sein müsste, weil y, sonst eine algebraische Function von x wäre, was 
vermöge der Irreduetibilität der Differentialgleichung ausgeschlossen ist *), 

Es soll endlich noch eine lineare Beziehung untersucht werden, welche 
ein Integral und dessen Ableitungen mit einem anderen Integrale verbindet. 
und zwar soll für die irreduetible lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 

Al) yU=pytpytpy 
die Möglichkeit der Existenz der Beziehung 
12) 9 = fytayı 
geprüft werden. 

Da die Anzahl der Elemente einer Gruppe mindestens 2 beträgt. so 
werden für die Differentialgleichung (11.) nur eine oder zwei Gruppen 
existiren können; im zweiten Falle werden dieselben lauten 

y. fyıtay, 
y, fy+gy, 
und da das dritte Element der ersten Gruppe eine lineare Funetion mit 
constanten Coeffiecienten von den beiden ersten Elementen dieser Gruppe 
sein muss, so folgt 
frytayltalfutf+a)ytgy ]) = ayıtalyırgy), 
woraus vermöge der Irreductibilität der gegebenen Gleichung 
f+4sf =ataf, fetsHg)=e 0, 
also g=0, f= const. folgt, also unmöglich. Besteht jedoch die erste Gruppe 
aus drei Elementen 
4, fytayn KMntsm)talfntrlftg)yitgy:), 
so wird das nächste Element eine lineare Function der drei ersten sein 
müssen, und man erhält somit 


*) Vergl. die allgemeineren Sätze in meiner inzwischen erschienenen Arbeit in den 
Mathematischen Annalen Bd. 51, Heft 2. 
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ref In t+@fetgg)yitgiyi )4al@ipt2/f+of + f)y: 

frage ++ + Hy tl@fgt gg tg pı)yı] 

= rent) +elf Han tft )ytgyı). 
oder da diese Gleichung wieder eine identische sein muss. 
Sf+3g-+gp = 6, 
13.) 1Sf+3fgHBgf+gptgg +9 = ors(2fig), 
PHBfgf + pH tg” = ateaf+es(f+gf); 
Bedingungen, die man auch erhalten würde, wenn man den Ausdruck 
y=fyıt+gy, in die Differentialgleichung (11.) einsetzt und die Eigenschaft 
ihrer Irreduetibilität benutzt, so dass also, wenn p,,P,,ps für beliebig ange- 





nommene constante Werthe von e,. ©, ec, und beliebig festgesetzte algebraische 
Funetionen f und g aus den Gleichungen (13.) bestimmt werden, die mit 
diesen Coeffiecienten gebildete lineare homogene Differentialgleichung (11.) 
zwischen zweien ihrer particulären Integrale die verlangte Beziehung (12.) 
erfüllt. Betrachten wir zunächst den speeiellen Fall, in welchem f=0, also 
die Beziehung (12.) in 
(14) = gYı 

übergeht, so wird, wenn wir die Differentialgleichung dritter Ordnung in 
ihrer Normalform, auf die wir noch später zurückkommen, 

(15.) y = pytpy 
gegeben denken, aus (13.) g = 2 z+z folgen, und sich aus den beiden 
anderen Gleichungen 
2c; 
‚+ 


5) C 


Pı > a pP >= 


er)" "Gere 
(get: ger 
ergeben, und somit die Differentialgleichung (15.) die Form annehmen 


2c! 
c,+ o 
(16) y" = at 


für welche in der That 
EN oz ( c, F , 
(17) = (3 Fr&)Yı 
ist; man sieht aber zugleich, dass in diesem Falle die Differentialzleichung 
(16.) nie eine irreductible sein kann, da dieselbe dureh die Substitution 


C / 
3 rt = e 


.) 


Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 4. 
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in die lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit eonstanten 
Coefficienten 
d’y 8 d’y Ye, dy _ ie, 
dı? " © Ei ec’ 


3 


-y=V$ 


übergeht, von der drei Fundamentalintegrale 
Mt a Hizt RE 1;t 
Y,=ce „= L= 
sind, wenn m,, m,, m, die drei Lösungen der kubischen Gleichung 
2_2 1 Me, 
333° —23- = 0 
Z c 
bedeuten; daraus folgt aber für die Differentialgleichung (16.), dass sich 
ein System von drei particulären Integralen in der Form ergiebt: 
C mt, C, \tlty C Eo tz 
y, = ( +) Rn -( > +2) , Y; -( +2) 
und man sieht, dass für jedes Integral 
y= AYrt2 Y-+Y; 
die Gleichung (17.) erfüllt ist; zugleich aber folgt, dass die Differential- 
gleichung (16.) gar keine irreductible Gleichung ist, indem das particuläre 
| c 
Integral Y, = ( 


vr . . ® . 
c+x) schon der linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung genügt 


s 
*) 


day 7 Y 


dx Er 

SOTR 

so dass mithin keine redueirte irreduetible lineare homogene Differentialglei- 
chung dritter Ordnung existirt, für welche zwischen zwei particulären Inte- 
sralen eine Beziehung von der Form (14.) stattfindet. Behalten wir aber die 
allgemeinere Beziehung (12.) für die Differentialgleichung (11.) bei, wofür 
sich als nothwendige und hinreichende Bedingungen die Gleichungen (153.) 
zur Bestimmung von p,, Pr, p; ergeben hatten, so folgt unmittelbar unter 
der Annahme, dass f und g ganze (oder auch rationale gebrochene) Funetionen 
von x sind, von welchen der Grad der ersteren kleiner ist als der der letzte- 
en, dass, wenn der Grad von g der ote ist, p, eine rationale Function von x 
sein wird, deren Zähler höchstens vom Grade o—1, und deren Nenner vom 
(Grade e ist, p, eine rationale Function, deren Zähler höchstens vom (2g—2)ten, 
deren Nenner vom 2gten Grade, und p,; endlich eine ebensolche Function 
ist, deren Zähler höchstens vom (30 —5)ten, deren Nenner vom 3oten Grade 


ist; wir finden somit, dass die nothwendige Bedingung dafür, dass eine irre- 

















Königsberger, über Differentialgleichungen dritter Ordnung. 383 


ductible lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen zweien 
ihrer Integrale y, und y, eine Beziehung von der Form y, = fy,+gy, besitzt. 
in welcher f und g ganze Functionen der unabhängigen Variabeln sind, von 
denen der Grad von f kleiner als der von g, die ist, dass dieselbe zu der 
Fuchsschen Klasse von Differentialgleichungen gehört, worin die Form der 
Coefficienten durch die Gleichungen (13.) charakterisirt ist”). 

Ich gehe nun hier nicht weiter auf die Untersuchung der Frage ein, in 
welchem Zusammenhange die Existenz von Gruppen mit einer endlichen 
Anzahl von Integralelementen von linearen homogenen Differentialgleichungen 
mit der festen Fundamentalform der Fuchsschen Klasse steht **), der Zweck 
des Vorausgeschickten war nur, zu zeigen, welche Methoden man zur Unter- 
suchung der Möglichkeit der Existenz von algebraischen Beziehungen 
zwischen particulären Integralen und deren Ableitungen für eine vorgelegte 
Differentialgleichung anwenden kann; ich gehe nun aber zur Behandlung 
der allgemeinen Frage, welche den Gegenstand der vorliegenden Abhand- 
lung bildet, über, die möglichen allgemeinen Relationen zu untersuchen. 
welche zwischen den partieulären Integralen und deren Ableitungen zunächst 
für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung stattfinden. 

Sei die gegebene Differentialgleichung 

(18) 2" = P,# +P;3+P,;3, 


in welcher p,. p;, p; algebraische Funetionen von x bedeuten, so kann diese 
durch die Substitution 
k/Pıde 
19) 2= cc!" y 
in die Normalform der linearen Differentialgleichungen dritter Ordnw 
20.) yo = py+tpY 
umgesetzt werden, worin p,, p; wiederum algebraische Functionen von 
sind, welche durch die Gleichungen 
21.) »=-P-+4Pı+P., 8 =-4P’+5-Pi+4P,P,-+P, 


Or 
Io 


*) In meiner oben angeführten Arbeit in den Mathematischen Annalen ist gezeigt. 
dass eine solche Differentialgleichung dann garnicht irreduetibel sein kann. und dass 
irreductible lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung überhaupt nie gestatten, ein 
Integral als algebraische Function eines anderen, dessen Ableitung und der unabhängigen 
Variabeln darzustellen. 


**) eine Untersuchung, die der Abels von der algebraischen Auflösbarkeit irreduc- 
tibler algebraischer Gleichungen analog ist, deren Lösungen rationale iterirte Funetionen 
einer derselben sind. 


36 * 
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bestimmt sind *), und für lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung in 
dieser Normalform behandeln wir zunächst die aufgeworfene Frage. 
Bestehe für die Differentialgleichung (20.) zwischen drei Fundamental- 


integralen Y,, 9, 9; und deren ersten und zweiten Ableitungen — höhere 
Ableitungen lassen sich durch die Differentialgleichung (20.) auf algebraischem 
Wege herausschaffen — die von der stets stattfindenden Relation 

Yı %Y: 95 


22) D=ey np 9» =a, 


zZ] 2 | 
yıı % 9% 
in welcher a eine bestimmte Uonstante bedeutet, verschiedene algebraische 


3eziehung 


(23.) F(z, yı, Yı, Yı, Y:, Y>, Y2, Y5; Y5; y)= v, 
welehe also D—a nieht als Factor enthält, so wird die Differentiation von 


) nach x, wenn man sich y}", y , y; wiederum vermöge (20.) algebraisch 


weggeschafft denkt, eine der Relation (23.) ähnliche zwischen denselben 


‚39 
(25. 


Grössen 

(24) File, Yı, 91 Yı Yo Ya Yo Yy Yu) = N 
liefern, deren Unabhängigkeit von (22.) und (23.) zunächst zu untersuchen 
ist **); es soll gezeigt werden, dass die Existenz der beiden Relationen (22.) 


*) Mit Rücksicht auf das Folgende mag schon an dieser Stelle bemerkt werden, dass 
die lineare Differentialgleichung 


2) LP 3 DL P3U 9 +... +P.3 = U 


dureh die Substitution 


i kr 8 
u ah rn rd Ada 
in welcher 3, irgend ein particuläres Integral der Differentialgleichung bedeutet, in die 
Normalform der linearen Differentialgleichung (m—1)ter Ordnung 
un — vw m-—+ eo 

TIERE TEE ER 
übergeführt wird, in welcher p,, P,, - -. P ganze Functionen von z71, 3, 2), ... 2) 
bedeuten. 


tik 


**) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die Frage nach der Unabhängig- 
keit der differentiirten Relationen eine wesentliche ist, indem z. B. die Differentiation 
der Beziehung (22.) die Identität 


ee nr ae y, Y, y, | 
9% %|= y) y; y; =0 
VW | BYytrY PY;+PY PY+PpY | 


liefert, während z. B. die für «die Differentialgleichung 
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und (23.) nothwendig noch eine von diesen beiden verschiedene Beziehung 
zwischen denselben Grössen hervorruft, welehe entweder durch (24.) dar- 
estellt ist oder in ganz bestimmter Weise aus (23.) hervorgeht. Wir unter- 
scheiden bei der Untersuchung die drei Fälle,-in denen (24.) identisch ist, 
oder F als Factor hat, oder endlieh D—a identisch enthält, und somit keine 
von (22.) und (23.) verschiedene algebraische Beziehung zwischen den 
Fundamentalintegralen und deren Ableitungen liefern würde. 

Wäre nun 

I. die Gleichung (24.) eine identische, so dürfte man statt Y,, Y», 9; 
ein beliebiges System von drei Integralen setzen, und es müsste somit, da 
(24.) durch Differentiation aus (23.) mit Benutzung der Differentialgleichung 
(20.) selbst hergeleitet war, auch für diese drei willkürlichen Integrale die 
linke Seite der Gleichung (23.) eine Constante werden, also eine Gleiehung 
von der Form bestehen 


(Fie, UYır UiaYart 393, HiıYır liefor lad, Uıyı TU Ui; 
| UyYyıt Unyat Usa, Uufıt got sy...) =), 


worin F die ganze Funetion der Gleichung (23.), 4,1, ys, Mız, ars Ass, Hs, 


(7 Ei 


(25.) 


Uy, Hy, U; Willkürliche Uonstanten und 2 eine von diesen Grössen ab- 
hängige Constante bedeutet, und wir hätten sodann in den Gleichungen 
(23.), (24.), (25.) drei algebraische Beziehungen in den drei Fundamental- 
integralen und deren Ableitungen, deren Existenz wir ja grade nachweisen 
wollen. Nur dann würde der Schluss in diesem Falle ungültig sein, wenn 
die Gleichung (25.) entweder identisch wäre, was nicht möglich ist, da 
dann auch die dem speeiellen Werthesysteme der u-Grössen entsprechende 
Gleichung (23.) es sein müsste, oder wenn (25.) den Factor D—a enthielte, 
was ebenfalls nicht angeht, da dieser von den «-Grössen unabhängig ist, 
derselbe also auch, was nicht der Fall sein sollte, in (23.) enthalten sein 
müsste, oder endlich wenn (25.) die Funetion F der Gleichung (23.) als 
Factor enthielte und somit wieder nicht drei selbständige Gleichungen ent- 
stünden *); dass aber auch diese letztere Annahme nieht statthaben kann, ist 


; y'+p,y'+p,y = ) 
veltende Relation 


/p: ix 


y,y,—y,y, = ce 

durch Differentiation in sich selbst übergeht. 
*) und ähnliche Schlüsse gelten für die Annahme, dass sich die linke Seite von (25.) 
in zwei Theile zerlegen lässt, welche resp. die Factoren F und D—a enthalten. 
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leicht zu sehen *), wenn vorausgesetzt wird, wie es geschehen, dass das F 


*) Denn angenommen. es wäre 
j ) “= -» y ' K ;, ' n ’ Z) 
(1.) Fir, u,Yıtl,Y, tl; Y;: File k ‚Fe, YırYır bir Yar Yar Yas Yır Ya» Ya ) 
identisch für alle « und y, y', y", so folgte, wenn 
yayzy a, ey ayan-n 0, FR0,0,...0)=L 
gesetzt wird, 
L-x=K.L, oder «=L-—K.L, 
da der Identität von (1.) wegen die Grösse K die y, y', y’ nicht enthalten darf, und 
daraus, wenn 
! n ' A ' A D ’ " ' [2 ! „ 
Fiz, v2 y1 41» Yo Yan Ya» Ya Ya ya IL = Fe Yon YırYı » Yon Yan Ya» Yan Yan Ya) 
gesetzt wird, die für alle Werthe der u, y, y’, y'' gültige Functionalgleichung 
. > 25 ‚ . ' 7 
2) Fun Fazyt ya) = K-flo yıYyırYı » Yan): 
in welcher x als Parameter auftritt. Setzt man in (2.): 
„-l,y=-0%y,=-0,9,=-09, ,=-1l,y,=09, 4,9, ,=-0 9, =1. 
so ergiebt sich, wenn wir der Kürze halber den Parameter = aus der Bezeichnung her- 
auslassen, 


3) [las Biss Miss Mais Mas Maar Mann Hansa) = K 
worin A nur von dem Parameter x abhängt, und somit aus (2.) 
| f(u 9 +u1:4, + 3%» uY. +u,,y, +4 ,Y;. 
| Buy HU Hay MY + MY Hz Y5 ee) 
= Aflys Yin UN» Var Yin Wis Has Yas Ya IN Che iıs Mizn Miss Alyıs Mas Haan Main Myn, M,,), 
Setzt man hierin u. ,=u, =4, = 4, =, =4, —=(, u, =u, 1. so folgt 
[Cu yı> &yi MuYı > Yar Yar Ur» Yar Ya> U ) 
= A.f(u,.0.0,0,1,0,0,0, If. YıYı > Yo Ya WU» Ya 45 45)» 
und somit die Function f sowohl in Bezug auf ihre drei ersten, sowie auf ihre drei 


zweiten und auf ihre drei dritten Argumente homogen und kann somit in die Form ge- 
setzt werden 


(4.) 


ICRLREIELAT AI ET IE N Pl sel, ni en ee y er 
Danach geht die Beziehung (4.) in 
(my + sy + sy) Car, yı th Msn, +) la, yı + 5Y, +59)" 
A, ur ” 4,4; 7 u 1 RR M, Y + u.Y, tusY5 
u Yy tusy ta, y MY +59, +u,Y; 
pl Mad Hat dr May Fade + Maya 
4,,Y, tr M:5Y; rM,,Y, u,,Y, +U,,%, T4;,9; 
(B.) My A 
MY, PUoY, rt U;;Y; R;,Yı TU; HY; +4;,Y; 
BE Y N / m HM; U; U,, My; U. U;; 
= 0.1 A A? u) 
Aa Sn SE a / %) 


>xg . ‚ el Per cl 
Yı y: Y; Y: Y; Y; 
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der Gleichung (23.) den Factor D—a nicht identisch enthält — es ist 


somit die Annahme des Falles I. erledigt. 


über. worin C eine von den Grössen a, y, y', y' unabhängige Zahl darstellt. und die 
4-Funetion eine ganze Function der eingeschlossenen Argumente bedeutet. Setzt man 
nun. indem man die -Funetion in Bezug auf das letzte Argument irreduetibel an- 
nehmen darf, 

R iU,, KM, u WU.. A ie. . 

(6.) gl, Zu, Da, Du, Ds, Fas ) 0. 


u;, M,, U,, k;, U;, M;, 


woraus sich 


(T.) il,; - — w( Ms U; M;, My 2 ) w(4) 
. men \ ? ? 9 e 
u,;, ‘hıı u,, R,, Az: H;; 


ergeben mag, so muss vermöge (D.), da die rechte also die linke Seite für diese Bezie- 
hung der #-Werthe für beliebige Werthe der y, y’, y’’ verschwindet, 





Z U;, Zi zZ 4 Ms ! M,; ! ty re „ u, 
Y, + Y: +v(u)y; y,r u Y; + Y; y, r Yy, 41 Y; 
Be _Bs = » m ki; FR Ki, M,, 
U,. Be. , u U u 
“32 ) „12 - ers ! 12 13 
y,+ y, +w(a)y, N a „ 9+ y, 4 Yy, 
(8.) Aa Mn Mn WM, u, 
U,. u, BB u u u 
' Pr33 ' Proz ' Z 2 Z 23 Z ı , 32 ' | ' 
y y,+ + + fh: Ar I ee 
u;, u,, R;, M,, M;; M;, 
U,, a ® fi; u,, u, u 
22 se 2: J .. ur £ | ii 32 ı 33 
y,t y,r Y, Yyr y,+ u 8% y.+ y, 
u,;, U,, u,, M;, u,;, UM; 








sein für willkürliche Werthe der « und y, y', y’. Durch Substitution von y, = y\ —=y' —U 
!olgt aus (8.), wenn 


' u 12 ' .; u, 2 „ . U, R 
+ pr y, rn Au 
11 BR Fr a Ms. r 
=, rn L— mL, 
r u, u u. u, i . “ 
l u { . - —t! 
A u "ae a "et 
7 ETERT r, €; ' 
Y, p Y, U n 3 Y 
,, | lt, 
= Y, ı  — 
U, A 
u. a “ U,+ —t 
}ı u, Y; Y, 1 1, / 
also 
U,, Yy,—y U,, Y,y,—y' U,. Y,y, -Y, 
LE ' Y by ne ' Y . — ' } , 
WM, Y—Yst, W,, Y,YfF; u,, Y,—Ys1, 
2; ’ ! Zi 7 4 7 4 2 2; } r 
Y,Y,.—Y,%, A En En, Yy,Y, —YY, Er ı,—T, 
! ! u 7 r . ! ! a. 7 
YyY, —yY,Y, 3, YıY3—YsY, u f 


gesetzt wird, 
(9.) Y I, Y, f Fam Y,) Y, 
Y,—Y, 
wodurch wegen der Willkürlichkeit der Argumente Y,, Y,, Y,. Y,. Y, die Form der 
ıw-Function festgestellt ist: und somit die Auflösung der Gleichung 


10) Q,1,Y,Y,K:.Y)=0 


= w(Y,Y,.Y.Y,Y.), 


3 4 


3» 
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Würde 
II. die Gleichung (24.) F als Factor enthalten, so müsste, weil F, 
das nach z genommene Differential von F ist, die identische Zerlegung 


vermöge (7.) und (9.) 
TRY—-PYHFA-ITIE 


TEE 
oder 
Bee T, 
0) ELEND Y, 
er) 


liefert. worin M eine algebraische Function von x bedeutet. Daraus folgt aber 


nn vH NM 


4 4 4 E M ı Da 
11.) , NL am m 2 ) = ——y 9 Yı)b 
u a a” Ylyı Ber 


‚9, 9% 9%! 
und setzt man diesen Ausdruck in die Functionalgleichung (5.) ein, so erhält man 
f k—1 ’ i—1 —1 
yes ty)  ayı ty ta) la Yıt Rz Yo Mu, Y,)" 


= Clay ya y)"TTM, 
und hieraus folgt k=1, !=1, m=1, so dass 


y, Yyı 

” ’ 2 1 . Zi 

(12.) l(y:Y1:%, »%: Y,.Y, Y5, 95; y,) = u A | » 9: 
1% h y; | 


wird, worin A zunächst noch eine beliebige algebraische Function von x sein darf, damit 
die Form (12.) der Funetionalgleichung (4.) Genüge leistet. und A nach (2.) durch den 
Ausdruck bestimmt ist, 


Mr Mn Min 
KM = 'M,, M,, A|: 
MM: Mais 
und daher 
NN N 
(13) Fey yo YiYo Ya 459 Yu y5) = L+ |». sh 
N % 


Da endlich hierdurch die Funetionalgleichung (1.) erfüllt sein soll, so muss 
I Mıs Pıa 
(4) k=L-Lu, Mu, A; 


ıM;, Hz, u;;| 
sein, und es wird in der That die Functionalgleichung (1.) erfüllt, was auch A und Z 
für algebraische Funetionen von = sein mögen, wenn nur k durch (14.) bestimmt ist. 
Die obige Beziehung (23.) zw ischen den drei Fundamentalintegralen und deren 


Ableitungen würde somit nach (22.) in L+-, —=() übergehen. was nicht möglich ist. 


es müsste also (13.) selbst in (22.) übergehen, was ebenfalls ausgeschlossen wurde. 
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bestehen 


ii dF(x, y..y\.y'.y,. y\.y\, A A pi lg in 
(26) — reinen udn dar — Fa, yı,Yı 913 921 951 821 9 9 Ya)-P; 


worin auf der linken Seite die Grössen yı', y» , 9; vermöge der Differential- 
gleichung (20.) in linearer homogener Weise herauszuschaffen sind, und P, 
wie sofort aus der identischen Gleichheit der beiden Seiten von (26.) er- 
sichtlich, eine ganze Function von x darstellt, die von 9, y', 9" frei ist. 
Da nun (26.) identisch ist, so wird sie auch bestehen bleiben, wenn man 
für %ı, %2, 9% beliebige andere Integrale einsetzt. und daher wird die Re- 
lation stattfinden 
| AF(z, 1, Yı + 1345 HM 3 Up; MY Has Y + 3 Yns >>>) 
(27.) da 

| = Fiz, uıyıt Unyot ty: +. )P, 
welche, mit (26.) zusammengestellt, 

(28.) (Fe, HıYı“ UaYot Us; ug, U9Y+ 395, Uyı u, 4 Uns .-- 
= C.Fl@, Yır Yır Yız Yar Yar Ye 3 953 953 95) 

liefert, deren Unmöglichkeit unter den gemachten Annahmen eben erwiesen 
worden. 

Wäre endlich 

Ill. D-.a in der linken Seite von (24.) enthalten, so dass identisch 

29) | F, (&, Yı, Yı3 Yı » Ya} 923 93 953 95 95 ) 
\= (D-a)f(@, yı, Yır Wr 9 Ya Wi 95: 45, 45) 
ist, so wird man für 9, 95, 9, auch 
yımyıtmy. ytmyı my, ytmyı + m,y, 

setzen können und erhält, da D nach (22.) dureh diese Substitution unver- 
ändert bleibt, 


(30.) | y2 ! rs ! zZ 
\= (D-a)f(z, yı, 91, 91 92: 9, 92, ptmıyıt may. ..), 
so dass also auch für das Fundamentalsystem y,, %. 9%, die Relation besteht 
(Fi, Yı, Yı, Yı, Y2, 92, 92, 
| Yy+m,yı+ my, ya+mı yı-mY;, yy +mıyı my) = 0 


(31.) 


für willkürliche Werthe von m, und m,, und somit wieder 


! ı ! | 
ı Fix, Yı, Yır Yı, Yar Ya Ya, 
| Y+tmyı+m2Y:, + my moy2,y +mıyı my )—7 =. 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft +. 31 


(32.) 
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worin z eine von m, und m, abhängige Constante‘ bedeutet. Ist nun diese 
(Gleichung mit (22.) und (23.) zusammengehalten eine selbständige, so 
hätten wir wiederum, wie es verlangt wurde, drei von einander unabhängige 
algebraische Beziehungen zwischen den drei Fundamentalintegralen y,, %>, %; 
und deren Ableitungen; im entgegengesetzten Falle kann zunächst die linke 
Seite von (32.) D—a nicht identisch enthalten, da m, und m, beliebig sind, 
also auch Null sein könnten, die linke Seite von (23.) jedoch D-a als 
Factor nieht enthält; es kann auch die Gleichung (32.) nicht eine identische 
sein, weil dann auch (23.) eine solche sein müsste — es bleibt somit nur 
noch die Frage zu erörtern, ob die linke Seite von (23.) in der linken Seite 
von (32.) als Factor identisch enthalten sein kann, oder ob die Gleichung 
bestehen kann 
F(&, yı, 91, 913 Yo 92 9° | 
(33.) Ytm,Yyı mMaYy5, Y:+ m, Yyıt m;Y», y, +m,yı +m3y5 )—# 
= F(a, yı, Yır Yı 3 Ya 923 9er 95: 95, 93 )- P, 
worin z nur von m, und m,, P der Identität wegen nicht von 
Yı Yır Yır Ya Ya 925) Ya Yan Ya 
abhängt. Entwickelt man auf beiden Seiten nach steigenden Potenzen von 
m, und m, und setzt die Coefficienten der ersten Potenz von m, einander 
gleich, so erhält man, wenn man beachtet, dass z,-,-. = 0, P 
s ) ) 

(34.) tagt ar +A — F.B, 
worin A und B von den y, y, y' unabhängig sind — aber diese Gleichung 
kann, da sie eine identische sein soll, nicht bestehen; denn sei 4 die höchste 
Potenz, zu der y; in F erhoben ist; ferner die höchste Potenz von y;, die 
mit y% multiplieirt in F vorkommt, die ute; endlich die höchste Potenz von 
Y,, die mit y3y,“ multiplieirt in F enthalten ist, die vte, so wird das Glied 
Eyiy“y,’, worin E von 9, %, 9%; unabhängig ist, in F enthalten sein, 
also auf der rechten Seite der Gleichung (34.) vorkommen, während die 
Gestalt der linken Seite dieser Gleichung zeigt, dass die gleichzeitige Ver- 
bindung der A, u, vten Potenz der Variabeln y;, 95, y3 in dieser nicht mehr 
enthalten ist. 

Nachdem somit die drei Fälle L, IL, III, und zwar wiederum mit 
Ergänzung ähnlicher Schlüsse für die in der obigen Anmerkung bezeichnete 
Annahme, dahin erledigt sind, dass sie sich entweder als unmöglich heraus- 
stellen und danach die drei Gleichungen (22.), (23.), (24.) drei von einander 





ol ist, 


Hy 
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unabhängige algebraische Beziehungen zwischen drei Fundamentalintegralen 
und deren Ableitungen liefern, oder dass, wenn dieselben möglich wären. 
eine andere algebraische Relation zwischen diesen Grössen an die Stelle 
der Gleichung (24.) träte, können wir den folgenden Satz ausspreehen. 
der der weiteren Untersuchung zu Grunde gelegt wird: 

Wenn für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
in der reducirten Form eine algebraische Beziehung zwischen drei Fundamental- 
integralen derselben und deren Ableitungen besteht, so existirl ausser derjenigen. 
welche stets die Determinante des Fundamentalsystems einer Constanten gleich 
macht, immer noch eine von diesen beiden unabhängige algebraische Relation 
zwischen eben diesen Grössen. 

Bestehen nun für die Differentialgleichung dritter Ordnung 

85.) y7 = pytpYy 
die Gleichung (22.) und eine davon unabhängige algebraische Beziehung 
zwischen drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen, somit nach 
dem eben bewiesenen Satze drei von einander unabhängige Relationen 
zwischen diesen Grössen. so können wir diese auf die Form gebracht denken 
y = Fl, Yı, 91, Yı» Yo Yan 92): 
(36.) 19% = Fı(&, Yı, Yı, Yı 423 Ya 9a), 
9 = Fa, yı,Yı, Yı » 92, 92, 92); 





setzt man nun 
(37) y= yılayı!de 
(in 35.) ein, so erhält man 
88) =’ = (yyı 3m Yı-tpı)3; 
für welche Differentialgleichung wir die den beiden Integralen y, und 9, 
nach (37.) entsprechenden Integrale z, und z, nennen wollen. Diese beiden 
Integrale sind nun auch Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (38.): 
denn angenommen, es bestünde zwischen ihnen die homogene Relation 
634423 = V, 

so ergäbe sich aus (37.) 

39) ler) tayıyy) = 0. 
woraus einerseits durch Differentiation 

4) app )tayy—yy) = N. 


andererseits durch Multiplieation von (39.) mit y\‘, von (40.) mit y; und 


34° 
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Subtraetion 

4) apyıyıyr )ralyıyı —yıyy) = 0 
folgt, und setzt man die ersten Theile der drei Gleichungen (39.), (40.), 
(41.) dureh die zweiten ausgedrückt in die durch (22.) gegebene Beziehung 


439192 —Y>yı )—Yslyı9y? —Yoyı )+Y3 (YıyYyoyı) = M 


* » ad, * .. . . 
ein, so folgt —° = 0, also die Unmöglichkeit der Annahme, wenn a von 


3 


Null verschieden, d. h. %,, %2, 9% ein Fundamentalsystem von (35.) war. 
Aus der ersten der drei Gleichungen (36.) ergiebt sich nun nach (37.) 
-3 1 


/s, dr — F N} [: 3] Say, !dr- 3 
3;y, "ar — . T, Yı7 Yı3, Yı, Yı / 22Yı GE, Yı 3:Y, "Ar Taf", 


“ l 


Z F —ä -_:3 ı —i 
Yı /2y; de+sayı ’yıt3Yı }) 
und dureh Differentiation mit Benutzung von (35.) und (38.) 


N 7 n 2 3 j 
(42.) u B k®; Yı, Yı, Yı, 32, 2, Vu de), 


wobei es wesentlich ”) ist, dass z,; explieite ohne Ableitung in dieser Gleichung 


vorkommt; setzt man diese Gleichung in die Form 
f & —# N 7 n 
(43) Say ’de = Pa, Yu Yu, 20 23, 30), 
worin p von z, nicht unabhängig ist, so folgt wiederum durch Differentiation 
mit Benutzung von (35.) und (38.) 
„A ' 7 ’ ' 
u v(z, Yı, Yı, Yı, 22, 22, 255 35), 
worin 2, der gemachten Annahme gemäss enthalten sein muss, oder endlich 
' A ' ! 
(44.) w(z, Yır Yı, Yı, 22, 32, 33, 35) =\. 
Man sieht auch sogleich, dass diese algebraische Beziehung zwischen 


zwei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen der Differentialgleichung 
(38.) nieht etwa die stets stattfindende 


(45) »23-5% = cc 


*) Nur um die Möglichkeit auszuschliessen, dass durch Einsetzen von 


y=Yı [».yr’dz und y, = y/ 3, y, ?de 


in die Beziehung (23.) %,, z, und deren Ableitungen herausfallen, worauf die ganze 
folgende Betrachtung fusst, habe ich den obigen Satz von der Existenz dreier unab- 
hängigen Relationen erwiesen, welcher die Möglichkeit der successiven Einführung von 3, 
und z, gewährt. 
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sein kann, worin ce eine Constante bedeutet, da die Substitution von 


alt) al) 


. 8 Y, BRD Y, . 
3) = wi dr y 3, = Yi dx 


in (45.), wie unmittelbar zu erkennen, diese Beziehung in die von der ersten 
Relation (36.) verschiedene (22.) überführt *). 


*) Wir wollen diese Reduetion für den Fall ausführen, dass die gegebene algebraische 
Beziehung (23.) die Ableitungen der drei Fundamentalintegrale garnicht enthält, dass 
also eine algebraische Relation 


a) Faa.y.g) = 0 
zwischen den drei Integralen besteht. welche der ersten Gleichung (36.) analog geschrieben 


(#.) Y; _ f(®, Y,» Y,) 


lauten möge: dann wird 


E | f ; iz ‚ > N 
WERT > dx m y I\® Yoyı El 'de) oder S = (%; Y: Yy . 5% IV, . de ) 


l 
oder s,yidz = wl, YyrYr, 3, 3.) 
und daraus wiederum durch Differentiation 
F): are) = td. 


Für den Fall, dass (@.) eine ganze homogene Function der drei Fundamentalinte- 
grale mit constanten Coefficienten ist, können wir dieselbe in die Form setzen 


a8 ‘ ) =0 oder F(/sv. !dz, /z,y; ide ) = () 


(0.) RR: m 
oder 2, y’da = „( Vz, y, !de), 





oder dureh Differentiation 


En 0 ee /: Ban 
2,y, ’ = 2 j *3,y, * Ode » = W 3,Y, "am ); 
Ofz, y, :dx ’ 
setzt man statt dessen 
[sy dr = (+) 
und differentiirt wiederum, beachtet ferner, dass 2,3, —2,2, = a ist, worin a eine Üon- 


stante bedeutet. so erhält man 
a 


@) sy? =27(*)- 

®9 m 

und es besteht somit unter der Annahme einer homogenen Relation zwischen den drei 

Fundamentalintegralen der linearen Differentialgleichung dritter Ordnung eine algebraische 

Beziehung zwischen den entsprechenden Fundamentalintegralen der reducirten Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit Adjungirung eines jener Fundamentalintegrale. 

Die oben weiter geführte Untersuchung wird sehr bald die Bedeutung dieses eben 

hergeleiteten und so unmittelbar ersichtlichen Satzes, welcher die einfachste Bedingung 

für die Reduetibilität der Differentialgleichung zweiter Ordnung liefert, ergeben. 


> 
- 


oder 2, = 2,0(a-12?y-%), 


« 


» 
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Wir finden somit den folgenden Satz: 
Wenn für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
in der reducirten Form eine algebraische Beziehung zwischen drei Fundamental- 






integralen derselben und deren Ableitungen besteht, so existirt auch stets für 





die mit Hülfe eines dieser Integrale abgeleitete lineare homogene Differential- 





gleichung zweiter Ordnung in der reducirten Form eine algebraische Relation 





zwischen zwei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen mit Adjungirung 





jenes einen zu Hülfe genommenen Integrales und dessen Ableitungen. 

Es bleibt nun die Frage zu erörtern, unter welchen Bedingungen 
für die Differentialgleichung (38.) eine Beziehung der angegebenen Art 
stattfinden kann und wann nicht. 

Sei y, das Integral einer algebraischen Differentialgleichung mter 
Ordnung 






(46) y = Fa, gg". ge”), 


und bestehe zwischen zwei Fundamentalintegralen 3, und 2, und deren Ab- 
leitungen einer mit Adjungirung von y, und dessen Ableitungen örreductibeln 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


" 


- ' M— 
. = Lo Yır, Yıy+++- Yı )z 
Ar) 2 = pl yo Nire Yi 
eine algebraische Beziehung 
) m— j ' 
(48) @(2, Yy, Yin, 22, 2,225) = 0, 
so wird man durch Zusammenstellung dieser mit der stets gültigen 
(49) 2-3 = a 

eine algebraische Beziehung von der Form herstellen können 

- ' m— ’ 

(50.) 33 = I, Yı, Yı, ... Yyı re 32, 2)). 


Differentiirt man diese Gleichung, so dass man mit Benutzung von (46.) 
und (47.) 








’ o8 oR } 
a 
51.) oz ' ©y, 
| 98 Be 2 
tan Fi yı, ... ( + Oz, + 9, Yı, ... y\ 2, 


erhält, und setzt die Werthe für z,; und z; in (49.) ein, so ergiebt sich 
OR 82 Er * 
ö E | Tr Fa, yı,... yU)+ en 
92.) o8 | BP: | 
| ta Pa Ya. N, Ya ) =, 








EEE 


ER 


OT FE 


ak; AB re 
RER PER 
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welche Gleichung eine in allen ihr angehörigen Grössen identische sein muss, 
da die Differentialgleichung (47.) als eine mit Adjungirung von y, und dessen 
Ableitungen irreduetible vorausgesetzt war, und (52.) in Bezug auf z, eine 
Differentialgleichung erster Ordnung wäre. Ist aber (52.) identisch, wird 
ihr also auch genügt, wenn statt =, irgend ein anderes Integral &, der 
Differentialgleichung (47.) substituirt wird, so wird, da der Ausdruck 
(53) = a, Yyıyırn 91", 62, 65) 

differentiirt die rechte Seite von (51.) liefert, wenn in dieser überall z, durch 
£, ersetzt worden, auch die Gleichung 

54) Gb-6= a 
erfüllt sein, da diese nichts anderes als (52.) ist, wenn man £, statt z, sub- 
stituirt hat, und wir folgern somit, dass, weil & = 1m3,+-1u,3, ist, worin u, 
und u, willkürliche Constanten bedeuten, der dureh die Gleichung 

(5. = la, YyıYır--Y ‚Mrd ltr2H, U222+ 1325) 
für jeden Zweig von 42 bestimmte Ausdruck ein Integral der Difterential- 
sleichung 
56.) (W413) (+3) = u 

ist. Da aber sämmtliche Integrale dieser Differentialgleichung erster Ord- 
nung in & offenbar in der Form enthalten sind 

57.) = ma+m;2;, 
wenn m, und m, der Bedingung unterworfen werden 

(58) em — im, = 1, 


so folgt aus (55.) die Beziehung 

- ; ) m—1 | m a! a! 

(59) m3:+m2 = Il, Yı,Yır--Y"  , Mo2ıt 325, 424123), 
worin 4, u; willkürliche, m, und m, von diesen abhängige und durch die 


Gleichung (58.) mit einander verbundene Zahlen bedeuten, oder nach (50.) 
(60) Rz, yı, y- yT ma tn, +2) = m3+m,L, 


worin kurz 42 statt der Function auf der rechten Seite der Gleichung (50.) 
gesetzt ist, und das durch den Ausdruck 42’ eintretende 3) vermöge der 
Gleichung (47.) durch $(z, yı, ... y"”)z, zu ersetzen ist. Da aber (60.) 
dann eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung in z, würde, 
(47.) aber mit Adjungirung von x, Yı, %1, +. 9” irreduetibel sein sollte, 
so wird (60.) für alle in ihr vorkommenden Grössen identisch sein müssen, 
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und man erhält, wenn 4, = 0 gesetzt wird, nach (58.) 
» r Er 4 1 
(61.) ‘!z, Yı,Yıy +» | e g 4,2, 1,3) = Mm2,+ Pr 


differentiirt man diese Gleiehung nach 2, und z;,, so ergiebt sich 





Ola, Yır.-- YET’, M,,, 0,33) N 108 

(62.) Ou,%, er ; u, 02, | 
Ey ran) IR 
Om, %, Pr M, 0%, | 


und verbindet man diese Gleichungen mit dem Differential von (61.) nach 
u, genommen 


a) (at u PR | a m— m. m! 
IE ya N ya  ) zr 


22 -5.+ 2. 
Ou,S, z Ou,s), e 
= dm, de 1 Q 
ie 
so erhält man 
“ | o2 1 oR dm. 1 
(63.) M,2.t — 325-1 — - 2, or = ho: —S 
KM; OR, M, OR, du, u, 
oder 
02 oR dm. 
(64.) u.——tı —— = u, (u, Em). 
0%, O8, "du, a 


Da nun diese Gleichung in z, und 2, identisch sein soll, also als partielle 
Differentialgleichung in diesen beiden unabhängigen Variabeln aufgefasst 
werden darf, so ergiebt sich als allgemeines Integral derselben für +2 
die Form 


| z' u: m’, — m, u 
mw m—1 in ! au £ m—1 2 ‘ > Mu 2 
(65) a, ya) = xl yet, 4 


LA, 


j em, — m, u, \ . 
oder, wenn die Constante 2 5 Ü_ — e gesetzt wird, nach (50.) 


(66.) 2 = 3,0(2, Yyı, Yır-- YT,2.(3—62,)), 


worin & der Forderung gemäss eine algebraische Function ist, die zunächst 
noch willkürlich sein darf. 

Setzt man in diese Gleichung z; statt z,, also nach (57.), (98.), (99.) 
w=V, w=1, m; = —1, somit —2,+m;2, statt z,, worin m, so bestimmt 
werden kann, dass für w jeder Zweig dieser algebraischen Funetion gewählt 
werden darf, so geht die Gleichung (66.) in 


(67.) 2; Kur z,0(z, Yı, Yı, ... - 3,(— 3,+ (m}— 6) 3;) ) 
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über, und es folgt aus (66.) und (67.) mit Hülfe von (49.) die Beziehung 
(68.) [3:23 |0(2, Yı, Yır 91”, 23(— 2:4 (m; €) 23)) 
| — (2, YyıYı3.- Y, 2(3—C023))| = a, 

welche zufolge der Irreduetibilität der Differentialgleichung (47.) eine identische 
sein muss *). Zunächst werde angenommen, dass e von Null verschieden 
ist; setzt man sodann 3, =cz,, so folgt. wenn cz, =! und zur Abkürzung 
m;—c=k gesetzt wird, für beliebige / 


(69) wlz, Yyı, Yyı,-.- y’,(ke—1)t) = Fw(z, Yı,Yı,-- 9 ,0), 


welche Gleichung offenbar unmöglich ist: ist RER e=(, so geht die 
Gleichung (68.) in 
\ ' m—1 g ) 
0 (322; \o(2, Yı, Yıy--- 4, 3 (—224my2;)) 
(4 ).) | Be ' (ml) „ „N _ 
vr, Yı,Yı» ... Yı .w203)/|\ — d, 
und wenn man unter der Voraussetzung, dass m, von Null verschieden ist, 
3, = M;,23, und m,3,; = f setzt, in 


' (nm—1) ec ' (m—1) \ 
CE 790 RE ad IE ur 'C 20 Moe RRERE ee) 


*) Denn bestünde eine algebraische Beziehung zwischen zwei Fundamentalintegralen 
z, und z, einer irreductibeln Differentialgleichung (47.) 


2 
(e.) ss, = fay,V...yir), 2), 
so folgte 


)2 n2 nf 
' df © of, „r Mi a 5) of 0 f „rg of „ 
.! — — 8 = +2 2. 2, + —— 3,, 
3 dx ., le deös, | 08° D ° 
worin die Differentiation nach x genommen sich auch auf die Grössen y,. y\. ... yl=D 


bezieht, und es ergiebt sich somit nach (#7.): 


d’f o’f of of 
2 5 le rn 1ER ARE ed) 
| Zus dxoz, ur “. Tr 02, FT, Y..Yı: Y Jr3 


(#.) wg 
' n—1 4 m—1 - 
ya Yı Ya TIER Yır Yan ya, 3,). 
Da diese Gleichung nun eine in z,, z/, identische sein muss in Folge der An- 


nahme der Irreductibilität der Differentialgleichung (47.) (mit Adjungirung der Grössen 
%, Yır Yır +». Yin), so folgt 


und somit 

(9) 3 = Ma yo Yır.,2,)= P2,+0Q, 
worin P eine Constante, Q eine algebraische Function von z, y,, Y/. ... y(”» darstellt 
— aber dies ist unmöglich, da dann Pen In, Yır'... TTD algebraisc ;hes Integral 
der mit Adjungirung von z, y,, Y', ... y”-D irreductibeln Difterentialglei ichung (47.) 
wäre, und Q nicht verschwinden kann, weil s, und z, ein System von Fundamental- 
integralen bilden sollten. 
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über, welche Gleichung wiederum unstatthaft ist; es bleibt somit nur noch 
der Falle=0, m; =0 zu betrachten übrig, für welchen die Gleichungen 
66.) und (67.) in 

' ' m—1 ' ! m—1 

3 = 3,0(T, Yı, Yır +4, 2223), 3 = 30, Yı, Yır--Y , —232;) 
übergehen. Setzt man aber in die erste dieser beiden Gleichungen 2,+3; 


statt z,, so muss nach dem oben bewiesenen Satze statt z; wegen mw =1, 
u,=1 der Ausdruck m,3,+(1-+m,)z, substituirt werden, und man erhält 


s 
f 


e) »+3 = (B+3)0(8, Yı, Yır 4, (2425) (m,(2,+ 2;)-+ 2;)) 
oder vermöge der beiden obigen Beziehungen die wieder in z, und z, noth- 
wendig identische Gleichung 

302, Yıryın MV 3) 330lT, Yı,Yırı--Yi 2225) 


er (3:4 2,)w(z, Yı; Yı yes en, (3:4 2;) (m; (2:+ 2;) : 3,)); 


setzt man in dieser 2, = 0, so folgt 
- 2 m—1 Rt ' m—] aN 
3,08, Yo Yı-- Mi 5,0) = 308, Yı,yı,-Yi 3 M222), 


und somit wieder m, = 0, so dass («.) in 
»+2, = (83+33)0(®, Yı,Yı, +91", 23(22435)) 


übergeht oder wiederum vermöge der obigen Beziehungen in 


x ’ r (m —] ) i } ' m—1) 
3,0(X, Yır, Yır “+ Yı , 3,3;)42330(®, Yır Yin Yı ‚— 2235) 


= (3+23)0(@, Yı,Yır- 9 ,23(&:423)), 
woraus sich für z, = 0 


ai f r m—1 ae er 4 (m— 
30(7, Y1ı, Yı-- Mi 5,0) = 308, Yıryır--- Yı 


2,2) 
ergeben würde; es ist somit die Möglichkeit der Annahme einer algebraischen 
Beziehung von der Form (48.) überhaupt ausgeschlossen, wenn die Difte- 
rentialgleichung (47.) mit Adjungirung von y, und dessen Ableitungen 
irreduetibel war. 

Es bedarf keines weiteren Nachweises, dass sämmtliche Schlüsse 
unverändert bestehen bleiben, wenn die Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in der redueirten Form die Gestalt hat 


m—1) 


- ti, ' ' (n—1) ' -1) 
(«1.) 3 = pl, yo Ye NY WE Ya Yarıı- HOLE? 


wenn Yı, Ya, Y3, ».. Integrale algebraischer Differentialgleichungen mter, 
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nter, pter, ... Ordnung sind, und die Annahme gemacht wird, dass die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung irreduetibel sei mit Adjungirung von 
Yı, 92; 95, ».. und deren Ableitungen — ein Fall, der gleich nachher der 
weiteren Untersuchung sich darbieten wird. 

Wir finden somit zunächst, 

dass, wenn Yı, Y%:, ».. Integrale algebraischer Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung bedeuten, für eine lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in der redueirten Form mit algebraisch aus der unabhängigen 
Variabeln, den Integralen y,, Y;, ... und deren Ableitungen zusammengeselzten 
Coefficienten nie auch mit Hinzuziehung der eben bezeichneten (Grössen ein 
algebraischer Zusammenhang zwischen zwei Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen stattfinden kann, wenn die Differentialgleichung eine mit Adjungirung 
jener Grössen irreductible ist. 

Daraus folgt aber mit Hülfe des oben bewiesenen 'T’heorems, 

dass für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung in 
der redueirten Form nur dann eine algebraische Beziehung zwischen drei 
Fundamentalintegralen derselben und deren Ableitungen bestehen kann, wenn 
die mit Hülfe eines dieser Integrale abgeleitete lineare homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in der reduecirten Form eine mit Adjungirung jenes 


Integrales und dessen Ableitungen reductible ist ®). 


ee Ich will hier bemerken. dass. wenn eine lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


\ Pi PN | in Ps 
(a) 2’ +p2+p,3 = 0 


irreduetibel ist, nothwendig auch die durch die Substitution 


\ —} /p d 
( 2.) ae 
sich ergebende Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Normalform 
.’ L a u 
(7) ! 7 (P; ap; ap, )! = UV 


eine irreductible sein muss, wenn p, und p, algebraische Functionen von x und dem Inte 
grale einer algebraischen Differentialgleichung und dessen Ableitungen sind, und die Irre- 
ductibilität der ersten Differentialgleichung die Adjungirung aller dieser Grössen zulässt. 
Da nämlich die Annahme der Reduetibilität der Differentialgleichung (y.). wie wir nach- 
her zeigen werden, zur Folge hat, dass (y.) ein Inteeral f, besitzt. welches einer homo- 
genen linearen Differentialsleichung erster Ordnung 

0) HM sior 

. dr 


genügt, worin Q den Charakter von p, und p, hat, so wird, wenn 


T u ef a; 
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Umgekehrt wird, wenn die aus der Differentialgleichung 


(12) y' = py+tpY 
durch die Substitution 


me r ns 
(73)  y = yılayı de 
hervorgegangene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
- [Z) Bi Im [Z 
(4) 2 = (iyı Yyı-3Yı YıtPs)® 
mit Adjungirung von y, und dessen Ableitungen reductibel ist, für drei 
Fundamentalintegrale und deren Ableitungen der Differentialgleichung (72.) 
eine algebraische Beziehung stattfinden. Denn wenn (74.) reduetibel ist, so 
wird eines seiner Integrale einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung genügen, deren Coefficienten algebraisch aus z, y,, Yı, Yı ZU- 
sammengesetzt sind, und es wird somit, wenn jenes Integral durch 4,2,+2;3; 


dargestellt wird, worin z, und z;, zwei Fundamentalintegrale von (74.) be- 
deuten, und die Differentialgleichung erster Ordnung die Form hat 


(13.) f(&; YY1: 91; 2, 3) aeg v, 
die Beziehung bestehen 
(76.) f(&; Yı,Y1, 91; 4,234 #323, 4347325) 0. 
Nennt man nun die nach (73.) dem z, und z, entsprechenden Werthe 
von y 9, und 9;,, so dass 
() Bey ya -yyı), 3 = N lyıya—Yayı) 
wird, so ergiebt sich aus (76.) 
(78.) ıf(® Yı, 9 91, 9 alyı 9 Yyayı)t (lyı—Ysyı)], 
| very) + nyi))) = 0 


als Relation *) zwischen drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen 


gesetzt wird, die Differentialgleichung 
Z x; (0—3p,)Z 
mit der Differentialgleichung («.) das der Substitution 


SeRL 
ss. =e Aypı Tl 
entsprechende Integral gemein haben, also auch die Differentialgleichung («.) mit Adjun- 
eirung der angegebenen Grössen reductibel sein. 
*) Würde man das Integral von (i4.), welches der Differentialgleichung (75.) genügt, 
mit =, bezeichnen, so dass 


(@.) f(z, y.. Y\» Y\; 2,,%,) = 0 


1 
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für die Differentialgleichung dritter Ordnung, die, wie früher gezeigt worden, 
von der Determinantenbeziehung (22.) verschieden ist. wenn (76.) verschieden 
ist von 

»,%— 2,2, = Ad. 

Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung in redueirter Form ausser 
der Determinantenbeziehung noch eine algebraische Relation zwischen der un- 
abhängigen Variabeln, drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen be- 
steht, ist- die, dass die mit Hülfe eines dieser Integrale abyeleitete lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung in der redueirten Form mit 
Adjungirung dieses Integrales und dessen Ableitungen reductibel ist — und die 
gesuchten Relationen sind bekannt, wenn man die algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung aufstellen kann, denen die Integrale jener Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen. 

Die Untersuchung der in der vorliegenden Arbeit aufgeworfenen Frage 
ist also darauf zurückgeführt, zu entscheiden, wann eine lineare homogene 


Differentialgleichung zweiter Ordnung in der redueirten Form (74.) — wobei 
diese Form nach der obigen Anmerkung unwesentlich ist — reduetibel ist, 


und wie die Differentialgleichungen erster Ordnung aussehen, denen ihre 
Integrale genügen. 

Bevor wir nun aber diese Untersuchung aufnehmen, wollen wir zu- 
nächst die oben eingeführte Beschränkung beseitigen, dass die lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung in der redueirten Form gegeben sein 
sollte, und wollen die Differentialgleichung 

_ \ ı N 
I) Yrpyrpyrpy = V 


befriedigt wird, so würde die gesuchte Relation vermöge der Substitution 


Y, = y[ayr tda 
die Form annehmen 


zZ IN 


n 7 R' 7 Er a 7 7 FE 

a yo yo yo hy) yiyh-Ny)) = 0. 
und man erhielte somit stets zwischen zwei particeulären Integralen der Differentialglei- 
chung dritter Ordnung eine algebraische Beziehung 


F(z,y.,Yı.%ı; Y., Y„Yı)= 0, 
analog derjenigen Relation, die man aus zweien der Gleichungen (36.) dadurch erhält, 
dass man die eine derselben differentiirt und der anderen gleich setzt. Es wird nachher 
gezeigt werden, dass die Differentialgleichung («.) stets als eine lineare homogene erster 
Ordnung angenommen werden darf. 


















‘ 
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zu Grunde legen, für deren drei Fundamentalintegrale y,, Y,. 9, und deren 





Ableitungen eine algebraische Beziehung 


) ’ „ ’ Z ’ 7 
(80.) Fa, ya, Yır Yır 92: Ya 923 9595,95) = V 
stattfinden soll, wobei diese Grössen bekanntlich durch die Gleichung mit 







einander verbunden sind 





Yı 9% 9% 
(1) D=y 9% ,=ae 

Y 9% | 
wenn a eine bestimmte Constante bedeutet, und unmittelbar ersichtlich ist. 
fp.d 





—/pıdz 







dass D—ae’’ nicht identisch in der linken Seite von (80.) enthalten sein 


kann. Differentiirt man (80.) nach x und schafft yy'. 5, 9, vermöge (79.) 





algebraisch heraus, so erhält man eine der Relation (80.) ähnliche zwischen 





denselben Grössen 
‘09 \ Y ! A ! „ ’ Z 
(82.)  Fıl®, Yı, Yır Yı Yar 923 Ye 9 9:95) = 0; 


die entweder, was man genau so wie oben für die Gleichungen (23.) und 





(24.) erweist, von F=(0 unabhängig ist oder wiederum einer anderen alge- 
braischen Beziehung ihre Entstehung giebt, die nicht durch die linke Seite 
von (80.) identisch erfüllt wird, so dass jedenfalls, wie oben, so auch für die 
nicht redueirte Differentialgleichung dritter Ordnung, wenn überhaupt eine, dann 
jedenfalls zwei von einander unabhängige Beziehungen zwischen drei Funda- 
mentalintegralen und deren Ableitungen exwistiren werden. 

Aus der Zusammenstellung der drei Gleichungen (80.), (81.). (82.) 
folgt aber 
y = Fila, Ya Yyı Ya Yan ncd )ı 
(83) 19% = Fa 4 Ya Ya yne 


Zi a r „ ! zur —/pıde r 
y = Fa, Yı, Yyı, Yı, yo Ya, ya,e" ): 





setzt man nun 
) N z = 3 —1 /p,de 
(54) y= yı /=Yı ee de 
in (79.) ein, so erhält man die lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in redueirter Form 
7 " 2. 1 3 .720'? ' 2 | —1,.,' | u 3-2 

85.) 3 +BNYyı IN Yızpm4ptspygi gyırp)a = 0, 
und man sieht auch sogleich wieder wie oben, dass die vermöge (84.) den 
Integralen %,, y; entsprechenden Integrale z, und z, Fundamentalintegrale 








IP I 
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dieser Gleichung sind. Aus der ersten der Gleichungen (83.) ergiebt sich 


F 


nun nach (84.) 





r Eu - N /pıda l : r e h /ı ix 
fsyte "a2 = Bla, my yiyıfayı de "de, 
” 31 = 
pe ' ; J 3 5, /p d.ı hi lı 
(86.) 4, /2.y, .ıe dx Sol, .e 
N n —} 1 pıdr ie /pıdx ' —l ' /p Ir . N h /p ix /p dir \ 
Yı /=:Y e N de -3 2,Yı NYıe e r3Yı € ° Er pP: fe „e ); 


und dureh Differentiation mit Benutzung von (79.) und (85.) 
_ m N 7 n 1 /p da , ) , /v dx 
BI BB Eeirrinee a e Fe), 


wobei es aus den oben angegebenen (Gründen wiederum wesentlich ist, dass 
3, ohne Ableitung in dieser Gleichung vorkommt; setzt man diese Grlei- 
chung in die Form 


4 3 b/p.de 12 1 a I 
2,Yı € de = Yl(a, Yı, Yı, Yı, 32, 32, 33, € 


worin g von 2, nicht unabhängig ist, so folgt wieder durch Differentiation 


! 7) ! ! /} da 
(88) u = va, Yı, Yı, Yı, 32 32, 33, 3, € ” 


oder endlich 


’o ! Z ee ni ne /p Lex 
(89.) ot, Yı, Yı, Yı, 22, 2% ir 23, € } - (0) 


die wieder, ganz wie oben, von (49.) verschieden sein muss, und es ergiebt 
sich somit die folgende Verallgemeinerung des oben bewiesenen Satzes: 

Wenn für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
eine algebraische Beziehung zwischen drei Fundamentalintegralen derselben und 
deren Ableitungen besteht, so existirt auch stets für die mit Hülfe eines dieser 
Integrale abgeleitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in der reducirten Form eine algebraische Relation zwischen zweien ihrer Funda- 
mentalintegrale und deren Ableitungen mit Adjungirung jenes einen zu Hülfe 
genommenen Integrales, dessen Ableitungen und der Exponentialfunetion, deren 
Erponent durch die Quadratur über den ersten Coefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung dritter Ordnung dargestellt ist. 

Es bleibt also auch hier wiederum nur die Frage zu erörtern übrig, 
unter welchen Bedingungen für die Differentialgleichung (85.) eine Beziehung 
der angegebenen Art stattfinden kann und wann nicht. 

Benutzt man aber den oben von der Existenz einer solchen Relation 
für eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung bewiesenen 
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kl . ef p.d« 
Satz, indem man e +“ 


erster Ordnung 


als Integral der algebraischen Differentialgleichung 
5 = —3PY 

auffasst, so ergiebt sich mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes das nach- 

folgende "T’heorem: 

Für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung kann 
nur dann eine algebraische Beziehung zwischen drei Fundamentalintegralen der- 
selben und deren Ableitungen bestehen, wenn die mit Hülfe eines dieser Inte- 
grale abgeleitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung in der 
reducirten Form eine mit Adjungirung jenes Integrales, dessen Ableitungen und 
der Exponentialgrösse, deren Exponent die Quadratur über den ersten Coeffi- 
cienten der gegebenen Differentialgleichung dritter Ordnung darstellt, reductible ist. 

Umgekehrt wird, wenn die aus der Differentialgleichung 

BF) yrnytpytpy = 0 
durch die Substitution 
(88°) -y = yıfayı e de 
hervorgegangene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

Br) reg yıtp4pitspyı'ytp)a = 0 
mit Adjungirung von z, Yı, Yı, Yı und e’""” reductibel ist, für drei Funda- 
mentalintegrale und deren Ableitungen der Differentialgleichung (87*.) eine alge- 
braische Beziehung stattfinden. Denn wenn (89*.) reductibel ist, so wird eines 


seiner Integrale einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
von der Form genügen 


(0) fa, yet" ,2,2) = 0, 


und somit, wenn jenes Integral durch %,2,+x;2, bezeichnet wird, worin 2, 
und 3, zwei Fundamentalintegrale von (89*.) bedeuten, 


pıdx ö Pr P ' £) ! —- 
‚4,321 4323, %,2,+%323) ara 0 


’ 7 J 
91) fa Yu ya Yyıy e 
sein. Nennt man nun die nach (88*.) dem z, und z, entsprechenden Werthe 


von y %, und %;, so dass 
1 /pıdz 


2) 2 yet, eye 
so ergiebt sich aus (91.) zunächst 


Ta yfpıdz 


(93.) Ih(e, YırYır Yı, er“ ey) “ 
+ yet) = 0; 








Königsberger, über Differentialgleichungen dritter Ordnung. 305 


und durch Elimination der Exponentialgrösse e’”” zwischen dieser Glei- 
chung und (81.) die gesuchte Relation. 

Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung eine algebraische Re- 
lation zwischen der unabhängigen Variabeln, drei Fundamentalintegralen und 
deren Ableitungen besteht, ist die, dass die mit Hülfe eines dieser Integrale ab- 
geleitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung in der redu- 
cirten Form mit Adjungirung dieses Integrales, dessen Ableitungen und der 
Exrponentialfunction, deren Exponent durch die Quadratur über den ersten 
Coefficienten der Differentialgleichung dritter Ordnung dargestellt wird, reductibel 
ist — und die gesuchten Relationen sind bekannt, wenn man die Differential- 
gleichungen erster Ordnung aufstellen kann, denen die Integrale jener Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen. 

Nachdem nun alles auf die Untersuchung der Reduetibilitätsbedingungen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung zurückgeführt 
worden, und ausserdem in einer früheren Anmerkung gezeigt war, dass 
man diese Differentialgleichung in der redueirten Form voraussetzen darf, 
sehen wir von der Differentialgleichung 


\ ı ! f Ei 
(94) 8 = wa, YırYır cc. Yar Ya +++) 3 


aus, in welcher p eine algebraische Function und %,, %, ... Integrale 
algebraischer Differentialgleichungen mter, »ter, ... Ordnung bedeuten, und 


suchen die Eigenschaften einer solchen Differentialgleichung zu bestimmen, 
wenn verlangt wird, dass dieselbe mit Adjungirung von y,, Yx =»: Yo, Yo. 
reduetibel sei, wobei wir die drei Fälle zum Zwecke der Untersuchung von 
einander trennen, in denen die Differentialgleichung dadurch reduetibel wird, 
dass sie ein in z, Yı, Yır --- Ya, Ya, -. . Algebraisches Integral hat, oder zwei 
ihrer Integrale in einer mit Adjungirung der angegebenen Grössen alge- 
braischen Beziehung zu einander stehen oder endlich die Reduetibilität statt 
hat, ohne dass die Differentialgleichung eine dieser beiden Eigenschaften besitzt. 

Hat also 

I. die Differentialgleichung (94.) ein algebraisches Integral 

Bi 5 Ya ee Ban Yan ın), 

so folgt von selbst die Reduetibilität derselben, während über das zugehörige 
Fundamentalintegral sich nichts aussagen lässt. 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 4. 
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Bestehe ' 
II. zwischen zwei Fundamentalintegralen 2, und z, derselben eine 
algebraische Beziehung (stets mit Adjungirung von &, Yı, Yır ++: Ya Yar ++») 
(6) 23 = @(@, Yır Yan Ya Yay + 22), 
so folgt 
Der age FEW AU E a! ee 
oy, Oy, ' Oy, D : 
und durch Einsetzen von (96.) und (97.) in die Relation 
(8) 33-5% = a 
ergiebt sich 


(99.) 2). 


nn 


oo 0W 


tet 


! ! 
dr 3 ut de de 31-20 = &. 

Da nun z, einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
genügt, so wäre die Reductibilität der Differentialgleichung (94.) erwiesen, 
wenn die Gleichung (99.) nicht identisch verschwinden könnte; dass dies 
aber nicht der Fall sein kann, geht daraus hervor, dass dann der Coefficient 


von z, verschwinden, also 


N 
0o@ 
2 w=0 oder w= La, Yız Yızı YarYar-)22 
sein müsste, und in Folge dessen die Beziehung (99.) in 


20 ii 


Zw —— 


überginge, welche, weil 2, nicht algebraisch sein sollte (ad Fall I. gehörig), 
unerfüllbar ist; die Differentialgleichung (94.) ist also reduetibel. Aber es 
wird uns auch gelingen, die Form der Function » zu bestimmen. 

Da nämlich die mit der Differentialgleichung (94.) gleichartige erster 
Ordnung (99.) mit jener das Integral z, gemein hat, und dieses der Annahme 
nach nicht algebraisch durch z, Yı, Yı, --- Ya, Y%, ... ausdrückbar ist, so 
wird bekanntlich jedes Integral von 99.) auch (94.) angehören, oder es 
werden sämmtliche Integrale der Differentialgleichung (99.) die Form haben 
U,35+-1133;, worin u, und 4; durch irgend eine Beziehung von einander ab- 
hängen. Bildet man nun 


! 4 
(100) & = w(z, Yyı, Yır +++ Yay Yay ++ Maßet U323), 
so wird sich € von z, nur dadurch unterscheiden, dass z, und z, durch 
U,3+4;3, und 4,3,+14,3, ersetzt sind, und es wird somit der Werth von £ 


der Gleichung 


(101) (+13) (+3) = Ma 
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genügen, da diese nichts anderes als (99.) nach Substitution von 11,2,4- 133; 
statt =, ist. Da aber alle Integrale der Differentialgleichung (101.) in der 
Form enthalten sind 
(102) = m3.:+m2;, 
worin m, und m; mit ı, und 4, durch die Gleichung verbunden sind 
(103.) 1m;—-u,m, = 1, 


so folgt, dass die algebraische Beziehung (96.) erhalten bleibt, wenn 
| ‚ 1+4m,u 
z, durch 24142, 23 durch m,3,+ 2 z, 
it, 
ersetzt wird, worin «, und m, bestimmte Funetionen von u, bedeuten, und 
es ergiebt sich somit 
f ' 1+ m,u, 
(104)  w(z, Yı, Yıy+- Ya ya» Io t15®) = m: 4+ — Br, 
worin die kurze Bezeichnung & die rechte Seite der Gleichung (96.) be- 
deutet. Da nun z, nicht algebraisch von z, Yı, Yı, »:- 9%, 9%, -.. abhängen 
soll, so muss diese Gleichung identisch sein, und wird (104.) nach den 


willkürliehen Grössen 3, und «, differentiirt, so erhält man 


Ow(z,Y,, on Yaye.. u,2,+4,0) (u Lu ca ) a 14 m,u, O@ 
O(u;%, +4,w) en 0%, I, 0%, 

OWL, Yıy +++ Yas ++: H,2,+4,W) ' / 1+m,u \ 

— z :— 3 + WU: — m)2> 203 
Ö(u,5. + 4,0) (m +ams) a ee 


und hieraus 


Br 


m Cd) N) 
(105.) Aw 2 + Ba, a +C0w-+Dz, = (0, 


)2, 02, 
worin A, B, C, D von u, abhängige Constanten sind, die im schliesslichen 
Ausdrucke von » in Verbindungen vorkommen werden, die rein numerisch 
sind. Setzt man diese Differentialgleichung in die Form 

(106.) (Aw-+ Bz,)dw+ (Cw-+-Dz,)dz, = (0, 


so erhält man durch die Substitution ® = 2,.u 


de, | Au+B = 
(107.) 5, Au? +(B+C)u+D nV 
oder 
- N Au-+B f ! ! \ 
(108.) loga, = JS Ar B+ On rn qurlogw(e, Ya yın Yo Yıh .). 


Nun ist, wenn A von Null verschieden, 
Au-+B 2 14 
Au’+(B+C)u+D u-a u—ß ' 
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wenn*) 











BBBE._. „00 Y(B+C)—44AD u B+C y(B+C)’—44AD 
Bi I NEE ae Maitıa -? 
B-C , Y(B+C)?—44AD 


Y(B+C)’—44D 
gesetzt wird, und daher nach (108.) 


09) = (47 )a-R, 


worin 4 eine rationale Zahl sein muss, da w, also auch « eine algebraische 
Function von 2, sein soll, so dass sich endlich nach (96.) 


—ar, \* ’ ’ 
110) Cr) &-B3) = va, yrdir- Ya yhre-) 


ergiebt. Setzt man nun 
0» =2Z, 3-92 =Z, 
so sind auch Z, und Z, Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (94.), 
da im entgegengesetzten Falle «= sein müsste, und es geht dann die 
Beziehung (110.) in 
(111) Z = x@YyuYı Yo, Ya5 ..).22 

über, worin x eine algebraische Function und o eine rationale Zahl bedeutet. 

Es bleibt nur noch der Fall zu untersuchen, in dm A=0 ist, und 
also die Gleichung (108.) in 


B D ’ ’ 
log, = — 0 log (u+ u +logw(@, Yyıy Yır +++ Yar Ya ++.) 


*) Wenn @ = ß, so wird 
Au+B 1 B+Aa« 1 
Aue) "ua TA (ua) 
und die Gleichung (108.) geht somit über in 


B+Aa 1 
logw—logz, = log(u— a) — — —— ı —— 
> p "3 gl ) A u— 0a ’ 
woraus, weil u algebraisch durch z,, &, y,, ... Y,, ... ausgedrückt sein soll, B+A« = 0 
oder B=C folgt und 
Y Be d mr är TR . ' ' 
zu u—a oder 2,—a2, = w(z, Yı,Yır ++ Ya Ya; .). 


Daraus würde aber folgen, dass, weil z, und z, Integrale von (94.) sind, auch w ein 
solches sein müsste, und wir würden dann auf den Fall I. zurückgeführt sein, in welchem 
die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ein in z&, Y,, Yıs +++ Yas Ya, - .. alge- 
braisches Integral besitzt. 
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oder 
B 
B+( 
—— = (u 
-( R 54 ©: 
übergeht; man sieht, "RR in diesem Falle 7; eine rationale Zahl sein 
muss, und somit 
v  (,+hz,) 
winin zk ’ 


2 
worin h eine Constante und A rational ist, oder endlich, wenn 2,+hz, = Z,, 


3, = Z, gesetzt wird, wieder wie oben 


L, = 12 Yan Yin Yar Ya). 22 

Es bleibt somit nur noch die Frage zu beantworten, wie eine lineare 
homogene Differentialgleichung (94.) beschaffen ist, wenn zwei ihrer Fun- 
damentalintegrale in der durch die Gleichung (111.) ausgedrückten Bezie- 
hung zu einander stehen. Nun folgt aber aus (111.) 

Z, = 0yEEZi4 204, Zi = 042 Di Boy ZI +00 1)g ZI ZRH ZU", 
oder da 4 =g.Z, Z=9.Z, ist, nach ) 
9.4.2 = 04y2Z+20X 27" 2,+0(0—1)4 73" 2727 + 2%" 
oder 
z?ı 2: EL = _(d—o)gz- “ zZ. 
(o—1)x 0o(0—1)% 
woraus sich wiederum 
(112) 2 = Ola, yı, Yır co Ya Yar +) 
ergiebt, und somit das Integral Z, der Differentialgleichung (94.) einer linearen 
homogenen Differentialgleichung erster Ordnung genügt; dasselbe gilt offenbar 
von dem Integrale Z;. 

Wir finden somit, dass, wenn für zwei Fundamentalintegrale der Dif- 
ferentialgleichung (94.) eine mit Adjungirung von ©, Yız Yır ==: Mas Mar re 
algebraische Beziehung besteht, diese Differentialgleichung reductibel ist und 
die Eigenschaft hat, dass stets zwei und nur zwei Fundamentalintegrale homo- 
genen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung Genüge leisten”), wenn 
die Selen nicht selbst algebraische Integrale besitzt. 


rs Da jedes andere A Integral der Diniinigieichung (94.) von der Form 


ist, so würde die Annahme, dass a ee einer hinein linearen Differentialglei- 
chung erster Ordnung 


Z' = Ha, y,Yı3 --- Yan Yan ++ )-Z 
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(sehen wir endlich zu dem Falle über, in welchem 

III. die lineare homogene Differentialgleichung (94.) mit Adjungirung 
von X, Yır Yır *:* Yar Y%, ».. reductibel ist, ohne dass dieselbe ein in diesen 
(Grössen algebraisches Integral besitzt (Fall IL), und ohne dass zwischen 
zwei Fundamentalintegralen eine in jenen Grössen algebraische Beziehung 
stattfindet (Fall Il), so wird (94.) ein Integral mit einer algebraisch irre- 
duetibeln Differentialgleichung erster Ordnung 


(2) Pr. 2 BEER ! ! 
gemein haben. Sei dieses Z,, so dass 


z' n da 0 


1 
wird, worin in 


folgt aus (94.): 


dw e A ale e 
g, Fur die Differentiation nach Z, ausgeschlossen ist, so 


genügt, durch Zusammenstellung mit den beiden Gleichungen 
a „ ' Pr ER” ' ' 
(e) 2,= 9a yoyın YarYa)Zn ZB YırYırı-- Ya Yarıı)-Z, 
die Relation nach sich ziehen 
0,92,+0,9,2, = H.(g,2,+0,2,) 
oder vermöge (111.) 
0,(9-- M).Z, = ,(H-9,)2.28, 
woraus, da © nicht ©, gleich sein kann, hi Z, nicht Br durch z, y,, Yıs »-- %: Y). 
ausdrückbar sein sollte, o-=1 folgt; es w erden somit die anderen particulären Integrale 
nur dann ebenfalls homogenen linearen Differentialgleichungen genügen können, wenn 
die zwischen den beiden Fundamentalintegralen bestehende algebraische Beziehung 
[4 2 < f ! ! [7 
u = ae ea 
lautet. 
In diesem Falle geht, wie leicht zu sehen, die obige Differentialgleichung (112.) 
für Z/, in 
ur 9) zz + "7 Bi 0 
a TX 4 — 
über, deren Integral 
Bali, ' ' ' nd 
2, = 0X (8 Yır Yır 9 Yar Yan ++) 
gegen die Voraussetzung ein algebraisches wäre, also können nur zwei Integrale der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung genügen. Im Allgemeinen wird das Integral 
= 09,2,+02,;, 
woraus nach («.) 


2 = 0, 2,402, = OZ,+0, 9, 2, 


folgt, vermöge der Beziehung (111.) der nicht linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung genügen 


2" — O3 u -03 \ 
9, 2 ((6-096,) | 
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R lo © n 
(114) — +0 = 9.2, 


und diese Gleichung muss wieder, da (94.) kein in z, Yı, Yır «++ Yar Way +» 
algebraisches Integral besitzen sollte, eine in Z, identische sein; daraus folgt 
nach Schlüssen, wie sie wiederholt vorgekommen, dass jedes Integral der 
Differentialgleichung erster Ordnung (113.) ein Integral von (94.) sein muss, 
oder dass sämmtliche Integrale von (113.) in der Form 


(115.) Z = m,2,-+ m, 2; 


enthalten sein müssen, worin m; von m, abhängig, und z,, z, zwei Funda- 
mentalintegrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (94.) sind.  Be- 
zeichnet man nun zwei partieuläre Integrale von (113.) mit Z, und Z,, so 
folgt aus (115.) 

(116.) Z; = Ms, 25 +M,2;3, Z, — M 3335 + Ms; 23, 


und somit das allgemeine Integral von (113.) nach (115.) und (116.), indem 
man aus den letzteren Gleichungen 2, und z, durch Z, und Z, ausdrückt*) 
und in (115.) einsetzt, 


(117) Z= RZ+RZ, 
worin R, und R, von einer willkürlichen Constanten abhängen. Setzt man 
diese Integralform in (113.) ein, so folgt 


O(Z, Yır Yır ++ Yar Yayı.- RrZ,+ R,Z,) 


(118.) u 
\= R,w(z, yı, Yır +++ Ya Ya. Zu) + Rzwlz, yı,Yyı5... Ya5 Yay ++. 23), 


und da nach Behandlung des Falles II. die Möglichkeit ausgeschlossen ist, 
dass zwei partieuläre Integrale z, und z, der Differentialgleichung (94.), 
also auch zwei Integrale Z, und Z, der Differentialgleichung (113.) in einer 
mit Adjungirung von &, Yı, Yız »++ Ya, Y3, ».. algebraischen Beziehung zu 
einander stehen, so wird die Gleichung (118.) eine in Z, und Z, identische 
sein müssen. Dann ergiebt aber die Differentiation nach Z, und Z;: 


*) Für den Fall, dass m,,m,,— m,,m,, = 0 wird, wähle man zwei andere particuläre 
Integrale der Differentialgleichung (113.), “und würde die Determinante für jede willkür- 
liche Wahl der particulären Integrale verschwinden, so wäre das allgemeine Integral Z 
mit einem particulären Z, durch die Beziehung verbunden 


Z=xuZ, 


worin x eine willkürliche Constante, und daraus ergäbe sich (113.) als lineare homogene 
Differentialgleichung, ein speeieller Fall des oben zu ermittelnden Resultates. 
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Owe2, Yıs-Yayı RZ, +R,Z,) b.. 00%, Yıs ++ Yas +. Z,) 








O(R,Z, + R, Z,) 0Z, 
90@ Yır Yo RZ, HR,Z,) _ 08, Yırıı Yancı 23). 
O(R,Z,+R,Z,) r 02, 


und somit 
(119.) Oma Yıyı- Yan 23) _ Ol Yır aa Yan 23) 





oZ oZ ’ 


2 3 


woraus sich » als lineare Function von Z in der Form ergiebt 
/1. 
(120.) wea,Y,. Yazsan) = rl War Ye Fl Ya sea Uns) 


Setzt man diesen Werth in die Funetionalgleiehung (118.) ein, so 
ergiebt sich 
Ya.) = (Rr+R)wla, Yırı-.Yor ee); 
und hieraus entweder &,(z, Yı,...Y,..)=0 oder R,= —R;; im ersten Falle 
würde vermöge (113.) und (120.) die Differentialgleichung erster Ordnung, 
welcher ein Integral der reductibeln linearen Differentialgleicehung zweiter 


Ordnung genügt, 


(181) 2 = wel, yo Yan + Yard, 
lauten, also eine homogene lineare sein; im zweiten Falle würde ihre Form 
die der linearen 
(122. 3 = (2, Yı, Yan + Ya Yaı JS WalE, Yır Yır o++ Yar Yar +, 
sein, wobei nach (117.) ihr allgemeines Integral mit zwei partieulären durch 
die Beziehung verbunden wäre 
(123) Z = R,(Z,—-Z,); 
da aber im letzteren Falle 
Z' = R,(Z,—-Z;) = R,w (Z,—Z,) = wZ 
ist, so folgt wiederum &,=0 und für (113.) die Form (121.). Es genügt 
somit im Falle III. jedes Integral einer reductibeln linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung ‚einer homogenen linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung. 
Fassen wir nun die für die drei Fälle gefundenen Resultate zu- 
sammen, so erhalten wir den nachfolgenden Satz: 
Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
deren Coefficienten algebraisch aus der unabhängigen Variabeln, Integralen 
algebraischer Differentialgleichungen und deren Ableitungen zusammengesetzt 
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sind, reductibel ist, so hat dieselbe entweder ein in diesen Grössen alge- 
braisch zusammengesetztes Integral oder, wenn dies nicht der Fall ist, giebt es 
entweder zwei und nur zwei particuläre Fundamentalintegrale, welche linearen 
homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung mit gleichartig zusammen- 
gesetzten Coefficienten genügen, und zwar dann und nur dann, wenn zwei 
particuläre Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung in einer mit 
Adjungirung der bezeichneten Grössen algebraischen Beziehung zu einander 
stehen, wobei alle anderen Integrale gleichartigen Differentialgleichungen erster 
Ordnung aber höheren Girades genügen, oder es leisten, wenn eine solche alge- 
braische Beziehung ausgeschlossen ist, sämmtliche Integrale der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung linearen homogenen Differentialgleichungen erster 
Ordnung Grenüge. 

Bemerkt man aber, dass die Integrale der linearen homogenen Difte- 
rentialgleichungen erster Ordnung sich in der Form darstellen 


fa, Y.» Yı. un. Yos ü. ...)dx 
(o.) e' 


oa 
worin f eine algebraische Function bedeutet, so wird eine reductible lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung entweder algebraische Integrale oder zwei 


\ 


und nur zwei Integrale der Form («.) oder sämmtliche Integrale in der Form («. 
besitzen. 
Beachtet man endlich, dass die Differentialgleichung (94.) dureh die 
Substitution 
(124) z=e’” ode t=—- 


in die Differentialgleichung erster Ordnung 
125.) He Pool, Yı Yırcc Ya Yo 
übergeht, so wird das einem algebraischen z entsprechende f der Ditte- 
rentialgleichung (125.) ebenfalls algebraisch sein, und dasselbe wird statt- 
finden, wenn z die Form («.) hat, da der entsprechende Werth von { 
af Yi, 200 Ya Uniese) 
lautet, also wiederum algebraisch ist, und umgekehrt wird, wenn ein In- 
tegral # der Differentialgleichung (125.) algebraisch ist, das entsprechende 
Integral der Differentialgleichung (94.) die Form («.) besitzen, und wir 
können daher auch den oben gefundenen Satz so aussprechen: 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Diffe- 
rentialgleichung 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 4. 40) 
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32° = Pla, Ya Yır Yan Yan) ® 
reductibel ist, ist die, dass die Differentialgleichung erster Ordnung 


Ü = Plz, Yıryır + Yar Yay ++) 

ein algebraisches Integral besitzt, und zwar hat die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ein und nur ein algebraisches Integral, wenn die Differentialgleichung 
erster Ordnung nur ein algebraisches Integral besitzt *), und es stehen zwei 
Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu einander, wenn die letztere 
Differentialgleichung durch zwei und nur zwei algebraische Integrale befriedigt 
wird, während für den Fall, dass die Differentialgleichung erster Ordnung nur 
algebraische Integrale besitzt **), Reductibilität der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ohne Existenz algebraischer Beziehungen zwischen den Integralen 
selbst stattfindet. 

Stellen wir die eben gefundenen Sätze mit den oben hergeleiteten 
zusammen, so ergiebt sich das nachfolgende 'T'heorem: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung eine algebraische Relation 
zwischen der unabhängigen Variabeln, drei Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen besteht, ist die, dass die mit Hülfe eines dieser Integrale abge- 
leitete lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung entweder ein 
mit Adjungirung dieses Integrales, dessen Ableitungen und der Exponential- 
function, deren Exponent durch die Quadratur über den ersten Coefficienten 
der Differentialgleichung dritter Ordnung dargestellt wird, algebraisches Integral 


*) «lenn hätte sie gar kein algebraisches Integral, so würde das dem algebraischen 
Integrale der Differentialgleichung erster Ordnung entsprechende Exponentialintegral jeden- 
falls einer linearen homogene N Dilferentialgleichung erster Ordnung genügen, und es müsste 
daher nach dem Früheren, wenn die Differentialgleichung zweiter Ordnung kein alge- 
braisches Integral besitzt, noch ein zweites Integral derselben existiren, welches auch 
einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung angehört, das aber nach 
dem Obigen für die Differentialgleichung (12 5) gegen die Voraussetzung ein zweites alge- 
braisches Integral liefern würde: aber die Gleichung (94.) kann dann auch nur ein alge- 
braisches Integral besitzen, weil sonst nach (124.) auch die Differentialgleichung (125.) 
mehr als ein algebraisches Integral haben müsste. 

**) Dass die Differentialgleichung (125.), wenn sie drei algebraische Integrale besitzt, 
überhaupt nur algebraise gi Integrale, haben kann, geht daraus hervor, dass, wenn drei 
ihrer Integrale mit f,, t,, t, bezeichnet werden, ihr "allgemeines Integral sich bekanntlich 


in der Form 
4, —1,)+et,(t,—t,) 
(ty —t,)+elt,—t,) 


worin €, eine bestimmte. c eine willkürliche Constante bedeutet. 


darstellen lässt. 


















1 


Ss s 8 


1/) 


al 


n 





AR 
a Be 


re ah a ara REN 
NE Wa Ei E ve Air 
Eee 


iE 
2 


Königsberger, über Differentialgleichungen dritter Ordnung. 315 


besitzt, oder dass zwei und nur zwei Fundamentalintegrale derselben mit Ad- 
jungirung jener Grössen gleichartigen linearen homogenen Differentialgleichungen 
erster Ordnung genügen, oder dass endlich alle ihre Integrale Differential- 
gleichungen der letztgenannten Art angehören. 

Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob auf Grund dieser Sätze 
die Eigenschaft und Form der algebraischen Beziehungen angegeben werden 
kann, welche für eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 
in der redueirten Form 

(126) y7 = py+psy 
zwischen der unabhängigen Variabeln x, drei Fundamentalintegralen %,, %.. Y; 
und deren Ableitungen stattfinden. 

Habe die aus (126.) durch die Substitution 


(120.) y = yı/ayı de 

hergeleitete Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(128.) 3 = Ey yı —3Yı "Yyı- P:)? 
I. ein algebraisches Integral 
(129) 2 = f(@, Yı Yı, Yı). 

so kann zunächst die Form von f näher bestimmt werden: denn wendet 
man auf (126.), wenn , irgend ein von y, verschiedenes Integral dieser 
Differentialgleichung bedeutet, die Substitution 


(10) y- n, tn)’ de 
an, so erhält man die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(131) ! = Gum in n+tp)t, 


und es ist leicht einzusehen, dass auch diese ein algebraisches Integral und 
zwar in der Form 
(132) & = f(x, NN N) 

besitzen muss. Denn setzt man (129.) in (128.) ein, so ergiebt sich mit 
Benutzung von (126.) eine algebraische Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in y,, welche, wenn (126.) als irreductibel vorausgesetzt wird, identisch 
sein muss, also auch bestehen wird, wenn y, durch , ersetzt wird, das 
heisst aber nichts anderes, als dass (132.) auch ein Integral von (131.) ist. 
Sei nun jetzt 7, = uy,, worin « eine willkürliche Constante bedeutet, so wird, 
40* 
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wenn y in den Substitutionsgleichungen (127.) und (130.) dasselbe bedeutet, 
(133.) yı/zyı !de = uyftu Iy ide, also t= utz 
sein; da aber die Differentialgleichung (131.) in 
(134) © = Gyyı sy yıtpa)t 
übergeht, diese also nach (128.) und (129.) das algebraische Integral besitzt 
(135.) = f(®; Yı, Yı, Yı), 
das Integral (132.) aber in 
(156.) & = f(x, uy., uyı, uyı) 
übergeht, so wird 
(130) fe uyı, uyı,uyı) = C.fl@, Yı, Yı, Yı) 
sein, woraus, da diese Relation wieder eine identische sein muss, folgt, dass 
f(®, Yyı, 91, yı) eine homogene Function von y,, Yı, 9, sein wird, und somit 
gesetzt werden darf 


2 


(138) Fa yuyıy) = yirlz, 3 0); 
so dass sich 


139) = urF(z, = E) 
und das entsprechende Integral y, der Differentialgleichung (126.) in der 
Form ergiebt 
N.) yı/2.y, de — yı/yi F(x, n F: )dx. 


1 


Dureh Einsetzen von y, in Gleichung (126.) erhält man leicht 
2m ı % ‘ rm ı ai, m; x ‚2 2 MER 
sFr nr tree tdy-pyılF = 0, 
und diese Gleichung wird, wenn wir die Annahme machen, dass die vor- 
gelegte Differentialgleichung dritter Ordnung mit Adjungirung algebraischer 
Funetionen von x irreductibel sei, eine identische sein müssen. Daraus er- 
giebt sich aber, dass, wenn wir mit 7, irgend ein Integral der Differential- 
gleichung (126.) bezeichnen, der Ausdruck 
» , n' „ 
N = Is F(e, = 2 )dx 
. 1 


b) 
N 





auch stets ein Integral derselben 'Differentialgleichung sein wird, oder dass, 
wenn man in die Gleichung 
' Z 
! ; o+?2Y' N N 
1 


1 






uyy ty u; Y, Statt m, setzt, worin ,, 4, 4, willkürliche Constanten be- 
deuten, für 7, ein Integralwerth in der Form m, y,4+m»y,-+m;y, zu substituiren 
sein wird, worin m,, m,, m; in bestimmter Weise von «,, 4,, u, abhängen. 
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Setzt man nun in (141.) y,, %, %s Statt 7,, so erhält man, wenn für 
n, die ‚entsprechenden Werthe in der Form my,-+-m,y,-+-m;y, substituirt 
werden, drei von einander unabhängige algebraische Beziehungen von y,, 
yı, yı, von der Form 
Be \ 
Tu 4 


ı 


{ 
! ! ' A\ 042 _ 
m (Yıya — Yoyı)+ mia(Yı 93 - Y3Yı) Yi I \T, 


' N; ' N p49 m y, y\, 
(142.) May(YyY— Yyı)+ ma lyfı -Yıy) = Wr F (z, r ‚—_ ) 





Y:; 
m, (Y3Yı — Yı 3) m; (Y3Y»— Yays) ve yrrle, Y_ 9: \. 
e e D « ' Ne eJ/ * J) *ıJ I) J3 y. y, y 


welche die Beziehungen zwischen den 3 Fundamentalintegralen und deren 
Ableitungen liefern, und aus denen man, wenn man sie mit ihren drei Dif- 
ferentialien zusammenstellt, deren Form 


3 IN f u} rs 
m Yıy —Yayı JM (Yı9ya — Yayı ) 


. y . 
AF (x, Yy Y ) 
Yy, Y 


dz 


Zug | e 0+1 ' y' Y)} 047 
un (0 +2) yıFla, y , y, | Yi 


1 
m3(Yys — Yayı )+ Ma (lYyoyı — Yılyz ) 
(143.) drla. I. 9: 
„4r(e, =, --) 


ı 6 o+ 2.» y', Y:; \ I_37372 Y; 
N (+2) ysH"yı F(z, y,’y, rw" 
m; (Y3Yı —Yıya ) + Ma (Ya — Yays ) 
y' y dF(x, A ' . ) 
= ee 
Ä\ 3 3 


ist, leicht die Relationen herleitet: 
(144.) [Yı = Fı(2, y, y» 9%) 9% = Fal®, yı,y» 9), 9 = Fale, Yı, Ya, 95) 


A y Zi a] zZ . rn 
lyı = Frl&, 4,49» 9) 92 = Falk YyH 429) 9% = Frl, Yı, Y2, 95), 
und wir finden somit, 


dx 





dass, wenn die reducirte Differentialgleichung zweiter Ordnung (128.) 
der irreductibeln Differentialgleichung dritter Ordnung (126.) ein mit Adjun- 
girung von x, eines Integrales der letzteren Differentialgleichung und dessen 
Ableitungen algebraisches Integral besitzt, die Ableitungen dreier Fundamental- 
integrale sich als algebraische Functionen eben dieser drei Integrale aus- 
drücken lassen. 

Bildet man aus 


Yyı = Fı(8, y1,Yy, 9), Yı =Fı(e, Yı, 92, 95) 
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durch Elimination von 9, die Beziehung 

(145) 9 = Fa, yı, Yu Yı) 
wonach sich also auch die zu y, gehörigen Fundamentalintegrale als alge- 
braische Functionen von y, und dessen Ableitungen ausdrücken lassen, so er- 
halten wir, da die Differentialgleichung (126.) als irreductibel vorausgesetzt 
war, nach den im Anfange der Arbeit ausgesprochenen Sätzen entweder 
für die 3 Fundamentalintegrale die eine Gruppe von drei Elementen 


(@) Yu Fa, yo Yu yı) Fi, Yu, Yı, yı) 
oder die zwei Gruppen von je zwei Elementen 


a) Je Fey Y, 90), 
\iie, | ' „ 
Y, Fa, 9: 95, 95), 
worin für den ersten Fall («.) die nochmals iterirte Function 
146.) Fa, y,Yyu9ı) = mYyı tm, Fl@, Yı, yı, yı)+ m; F’, Yı, Yır yı) 
sein muss, während für (?.) einerseits 
(147) Fa, yo Yyuyı) = myı tm, Flo, yı, Yı, yı), 
andererseits 
(148.) Fa, y,y,9) = wyıtr Fa, Yı, yı, yı)t sy 
sein wird. 

Wie im gegebenen Falle die Möglichkeit derartiger Gruppen für 
eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung zu untersuchen 
ist, wurde oben in einzelnen Beispielen ausgeführt. 

Besitze die Differentialgleichung (128.) 

II. zwei und nur zwei Integrale, welche zugleich linearen homo- 
genen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, und sei eine solche 


(149) 3 = 0,(@, Yı, Yı, Yı)2, 
welche das Integral z, mit (128.) gemein haben mag, so wird, wenn wir 
wieder das der Substitution (127.) gemäss entsprechende Integral der Dif- 
ferentialgleichung (126.) mit y, bezeichnen, also 


y, = yılzyı 'de 
setzen, aus 
yia=yıy-yyı, Yia=(YıyıYeyı)-syi Yılyıya—Yeyı) 
vermöge (149.) | 
(150) yıyz-yıyı = (WE, Yu, Yu yı)tsyı yı)lyıya -YeYı) 
folgen, und da noch ein Integral z, der Differentialgleichung (128.) existirt, 
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welches einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


! 


3 = 0,2, Yı, Yu, Yı )2 

genügt, und für welches das entsprechende Integral der Gleichung (126.) 

mit bezeichnet werden mae, so wird man analox eine zweite Beziehune 
Y; o ben) oO 


- 2 Z ' " ' ! ! \ 
(151) yıysyYı = (w(@, Yı Yu yı)tsyr y)lyı 9 Ysyı) 
erhalten und endlich, wenn man beachtet, dass durch Differentiation von 
(150.) mit Benutzung von (126.) 


(152) yıp-yıyı = @.(@,Yı, Yı 91 )(YıyoYoyı) 
folgt, worin w, eine algebraische Funetion bedeutet, durch Zusammenstellung 
von (150.), (151.) und (152) mit 
N Yı Yı 
np ya 
Y; y; Y, 
die nachfolgende Beziehung zwischen den drei Fundamentalintegralen y,, %,, 95: 


a 


(153) hl yon yo) th Yon yoyı tn = Sy y 

Da aber alle Relationen zwischen drei Fundamentalintegralen y,. Y:. Y; 
und deren Ableitungen für die Differentialgleichung (126.) Beziehungen 
zwischen den Fundamentalintegralen der Differentialgleichung (128.) hervor- 
rufen mussten, deren einfachste Formen durch die Gleichungen 

(154.) 3 =@(E, Yı,Yı, Yı)ao, 3 = WE, Yı, Yı, Yı)35 
dargestellt sind, so sind auch oben durch die Beziehungen (150.) und (151.) 
die für den Fall II. geltenden einfachsten allgemeinen Relationen gefunden. 
Jedes andere Integral der Differentialgleichung (128.) genügt, wie wir be- 
wiesen haben, einer linearen zicht homogenen Differentialgleichung erster 
Ordnung 
(155.) ; = IKz, Yı, Yı; yı )2+ ‘2, Yı, Yı; Yı ), 
so dass die entsprechenden Relationen zwischen den Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (128.), wenn wir das dem Integrale Z von (155.) vermöge 
der Substitution (127.) entsprechende Integral mit Y bezeichnen, 
yY'—Iyı = (a, 9 9 )t3y m -Yyı)a gi @, Yı, yır Yı) 

lautet, worin (2 und (2, wiederum algebraische Funetionen bedeuten. 


Es mag noch in Betreff der Functionen ®, und w, bemerkt werden, 
dass, weil 
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a, = Kuala Yu di) 
\w.(e, Yı, Yı, Y 2 er 0 Men oy u -9,+ dy ’ +2 Oy 2 = (p, yıtpsyı)l 3. 


ist, nach (128.) die IRRE Function ©, Bi Gleichung genügen muss 


a7, 


(156.) en + 5  yı+ ay' "yi+z y'  (pyıtpyı) = in wäh yitp:: 


da aber die Gleichung (126.) eine rsdelääle sein sollte, so muss die 
Gleichung (156.) eine identische sein, d.h. w,($,, $, &, $,) muss ein alge- 
braisches Integral der re ea :hung erster Ordnung sein: 


ng ( () Ö o .. 1} un u a c—1 
® 7 3E . FE: + dE S+- SE (PSs+PS) = 45 5-35 S-tpe- 
Be ‘29 24 


Da endlich auf die F unetion @(&, Yı, Yı, 9ı) der Gleichung (149.) die- 
selben Schlüsse angewandt werden können wie auf die Funetion f(, yı, Yı, Y9ı ) 
der Gleichung (129.), so folgt, dass die allgemeine Form der Beziehung 
zwischen den beiden Fundamentalintegralen der Differentialgleichung dritter 
Ordnung, wie sie die Gleichung (150.) darstellt, in 


RR 
157.) yypyyı = (n2(z, -g > H3yr" yı)Wıy. —Yeyı) 
übergeht; setzt man aber für diese Form von ®, den Ausdruck (149.) in 
(128.) ein, so findet man leicht, dass, weil die Beziehung unverändert bleiben 
muss, wenn y, durch uy, ersetzt wird, o=0 folgt, und dass somit die all- 
gemeine Form der Beziehungen zwischen den drei Integralen und deren 

Ableitungen lautet: 


(158) yıy!-yıyı = File, a U YeN) 
und 


159) y-yıy! = Plz, - UN) 


Was nun schliesslich den Fall betrifft, in welchem | 

III. die Difterentialgleichung (128.) nur Integrale besitzt, welche 
zugleich linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, 
so werden nach dem Vorigen alle Relationen zwischen drei Integralen und 
deren Ableitungen die Form (150.) oder (158.), (159.) haben oder algebraisch 
aus diesen Formen zusammengesetzt sein. 


Heidelberg. im October 1887. 














Untersuchungen aus der Theorie der Substitutionen- 
Gruppen. 


(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 


Her: Frobenius hat im 101. Bande dieses Journals einen Aufsatz 
unter dem Titel: „Ueber die Congruenz nach einem, aus zwei endlichen 
Gruppen gebildeten Doppelmodul“ veröffentlicht, in welchem er eine Reihe 
sehr interessanter Resultate abgeleitet hat. Die Formel, welche den Mittel- 
punkt der Arbeit bildet, ist eine bedeutsame Verallgemeinerung einer früher 
von mir aufgestellten. Es ist mir nun gelungen, auch meinerseits die Re- 
sultate der obigen Arbeit weiterzuführen; und dies ist der Inhalt der vor- 
liegenden Abhandlung. Im vierten Paragraphen seiner Arbeit zeigt Herr 
Frobenius, dass in jeder transitiven Gruppe die Anzahl der Elemente, die 
in den einzelnen Substitutionen ungeändert bleiben, der Ordnung der Gruppe 
gleich sei. Fasst man ein solches Element als einen Cykel erster Ordnung 
auf, dann liegt die Frage nahe, ob für Uykel höherer Ordnung ein ähnlicher 
Satz gelte. Diese Frage kann bejaht werden; der Satz $ 1, Il. zeigt, dass 
ein dem obigen genau entsprechendes T’heorem besteht: auch dieses lässt 
sich noch weiter ausdehnen ($ 2), so dass es sieh auf die Anzahl des Vor- 
kommens aller einander ähnlichen Substitutionen beliebiger Art in einer 
Gruppe bezieht. An die so erlangten Resultate werden Betrachtungen an- 
geknüpft, die denen des Herrn Frobenxius zum "Theil parallel laufen. zum 
Theil neue Bahnen betreten ($ 3 und $ 4). 

Die letzten Paragraphen der Arbeit beschäftigen sich mit Unter- 
suchungen über die Gruppen, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl p 
ist. Sie beziehen sich der Hauptsache nach auf ihre Nieht-Primitivität. 
sowie auf ihre Untergruppen. 


s 1. 

Die Substitutionengruppe H der » Elemente x,, ,. ... x, möge von 

der Ordnung A sein; ihre Substitutionen können wir auf folgende Art in 
Journal für Mathematik Bd. CIII. Heft 4. 41 
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eine Tabelle einordnen (vgl. meine Substitutionentheorie $ 62). Wir greifen 
k Elemente &,,2,...x, aus den » Elementen von H beliebig heraus und 
schreiben alle diejenigen Substitutionen von H in dieselbe Zeile der Tabelle, 
welche x, &, ... x; durch denselben Complex &,, &;, ... x, in derselben 
heihenfolge ersetzen, also alle Substitutionen, welche die k Folgen z,«,, 


2,%;, ... @,@, enthalten. Ferner sei 4’ diejenige Untergruppe von H 


7 3 


welche alle Substitutionen von H enthält, durch welche die Elemente x,, 
23, ... 2, nicht versetzt werden; A’ sei die Ordnung von ZH’, und mit 4 =1, 
tb, &, ... £, bezeichnen wir ihre Substitutionen. Ist nun s, eine beliebige 
Substitution von H, so gehören alle 


8 08,5 Ib 0. Ur 


a9 
und nur sie in eine Zeile der Tabelle, und diese selbst nimmt also die 
Form an: 

Ent ang Pr 

dr, Bi, 0: a, 


(T.) $3, l,53, l,5;, .0.. l,,53, ng 





Su bus Ua re iu 
Es sei jetzt vo, eine Substitution von H, welehe unter ihren Cyklen einen 
solehen kter Ordnung, etwa 
ii.) Bo (2,0..80) 

enthält. Dann werden die von einander verschiedenen Substitutionen 

2) :-%, BU, Kin nn u: 
sämmtlich denselben Cyklus (1.) umschliessen, und von allen Substitutionen 
der Gruppe H auch nur sie. Transformirt man nun v, durch s, aus der 
«ten Zeile von (T.), so enthält diese Transformirte v,=s,'v,s, den Cyklus 

(1) ©, = (@,8., + 2%) 

Wir können alle Substitutionen von H, welche ®, einschliessen, auf doppelte 
Art erlangen. Einmal transformiren wir alle Substitutionen von (2.) durch 
ein &,s,; die Resultate sind von einander verschieden, sie enthalten (1°) und 
sind die einzigen dieser Art, da man von ihnen auf dem umgekehrten Wege 
zu (2.) zurückgelangen muss. — Zweitens kann man, wenn wir die Sub- 
stitutionen von H, welche &,, ... ®,, nicht umsetzen, also diejenigen der 
Gruppe 
GT) die ar Ir 
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bezeichnen, durch rechtsseitige Multiplieation mit v, die Zeile bilden 
ee  , 


und diese enthält dann ebenfalls alle Substitutionen mit ®©,. Daraus erkennt 
man, dass die Transformation von (2.) mit jedem 4s, A=1,2,... A) 
auf (3.) führt. Bewirkt man also die Transformation von (2.) durch alle 
h= hu Substitutionen von H, so erhält man doch nur « Zeilen, nämlich: 


Us l,d,, L;v,, . . . [,©,. 


AM. PERMN ©. UHEREEEE > 96 
(T,.) " ’ M ’ ’ ‚ 


® 





B’o,, iPy,, ce Ko, 


u» 


derart, dass alle Substitutionen derselben Zeile den gleichen aus (1.) durch 
Transformation erhaltenen Oyklus besitzen. Es fragt sich hierbei nun, wie 
oft z. B. der Cyklus (1.) durch die Substitutionen von H in sich selbst 
transformirt wird. Ruft ein fs; solche Transformation hervor, so darf s. 
die Elemente &,, &, ... x, nur eyklisch verschieben; s; muss somit eine 
Potenz von (1.) als Cyklus enthalten. Folglich rufen die Substitutionen 


%, %, %, ».. vi das Gewünschte hervor, und die Substitutionen 
t,v\ Ga... ul... | 


sind die einzigen aus (T.), welche dies thun. Es werden also die aus der 
ersten Zeile durch Transformation mit 1. ®,, ®;. ... ri" entstehenden % Zeilen 
von (T,.) unter einander identisch sein, und ebenso je %k Zeilen. Das ergiebt: 

I. Aus jedem einzelnen in (2.), und sonach in H überhaupt vorkommenden 


Cyklus (2,2, ...x0,) können durch Transformation mit allen h Substitutionen 
Di ’ u.h' B 2 
4 Cykel, aus allen h vorhandenen also -—-=7 Cykel abgeleitet 
[ ı {) 


werden. Die Anzahl der in diese Cykel eingehenden Stellen ist folglich gleich 


con H je 


h, d. h. gleich der Ordnung der Gruppe H. 

In den Substitutionen von (T,.) tritt jedes ©, auf, welches überhaupt 
in H vorkommt, und ebenso jedes ®,, welches aus ®, durch Transformation 
mittels Substitutionen von H erlangt werden kann. Ist H mindestens k-fach 
transitiv, dann kommen in (T,.) alle Cykel Ater Ordnung in angegebener 
Weise, vor. Ist H weniger oft transitiv, dann giebt es andere ®/, ... die 
nicht in (T,.) aufzutreten brauchen; diese geben dann Veranlassung zu gleichen 
Tabellenbildungen. 

Rechnen wir also zu der Klasse des Cykels ® alle diejenigen Uvkel, 
41* 
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welche aus @ durch Transformation mit den Substitutionen von H hervor- 
gehen, und bezeichnen mit m‘ die Anzahl der Klassen, in welche die Cykel 
kter Ordnung aus H zerfallen, dann sind m\” Tabellen der Form (T,.) noth- 
wendig und hinreichend, um alle Cykel aufzunehmen; bedeutet ferner hY% 
die Anzahl derjenigen Substitutionen von H, welche genau A Cykel ter 
Ordnung einschliessen, so folgt: 

Il. Das k-fache der Anzahl aller Cykel kter Ordnung, die in einer be- 
liebigen Gruppe H vorkommen, und also die Anzahl der Stellen, welche diese Cykel 
in sich schliessen, ist ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe, und zwar ist 

(4.) kl —= mi.h. 


Ist H mindestens k-fach transitiv, dann ist m’ =1. 
Diese letzte Bedingung ist hinreichend aber nicht nothwendig. Wird 
»=n genommen, dann ist @=1, "=1, u=h, und so folgt der Satz: 
III. Enthält H eine cyklische Substitution der Ordnung n, so kann 
dieselbe durch die Substitutionen von Hin genau h:n von einander verschiedene 
Substitutionen transformirt werden. 


$ 2. 

Wir wollen die bisherigen Betrachtungen jetzt in der Weise verall- 
gemeinern, dass wir unter @, eine beliebige Zusammenstellung einzelner 
AUS 7, 2, «+. z, gebildeten Uyklen, d.h. also eine aus den Elementen 
Dis 2%, ... 2, gebildete Substitution verstehen. @®, möge seine k Elemente 
in « CUyklen von je « Elementen, 5% Cyklen von je 5 Elementen u. s. f. 
enthalten, wobei a, b, ... hier und im Folgenden von einander verschieden 


sein sollen, und 
ea+ßb+-- = k 

sein muss. Dann sind ganz ähnliche Schlussfolgerungen wie oben möglich: 
Enthält die Substitution eo, aus H die Cykelzusammenstellung @, als Theil 
in sich, dann findet dasselbe bei jeder der Substitutionen von (2.) statt und 
nur bei ihnen. Ebenso kommt die Transformirte ©, nur in (3.) vor. Von 
den « Zeilen von (T,.) werden je so viele unter einander übereinstimmen, 
als in 1, 8,8, ... s, aus (T.) Substitutionen vorkommen, welche @, in 
sich selbst transformiren. Auch die Bestimmung dieser Zahl entspricht den 
obigen Betrachtungen. Bezeichnet man mit A” die Ordnung derjenigen 
Untergruppe 4’ von H, welche @, in sich selber transformirt, dann vertheilen 


sich die A’ Substitutionen von A’ in AD =Kh":h' Zeilen von (T.), und es 
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werden A“ unter den Substitutionen 1, s,, ... s, 
formiren; also stimmen je A“” Zeilen von (T,.) mit einander überein. 


das @®, in sich selbst trans- 


Demnach giebt es in H genau ad = 0. 
dem @, ähnliche, und durch Transformation mit Substitutionen von H aus 
©, ableitbare Cykelzusammenstellung ®, enthalten. 

Falls in aa+/pb-+---- = k die Zahlen «, , ... sämmtlich den Werth 1, 
und a, b; a, ec; ... keinen gemeinsamen T’heiler haben, ist A, = ab...; denn 
nur diejenigen Substitutionen können ®, in sich transformiren, welche jeden 
einzelnen Cyklus in sich umwandeln. 


Substitutionen, welche eine 


Definiren wir dann wie oben den Begriff der Klasse einer ÜCykel- 
susammenstellung ®, und bezeichnen mit mi” die Zahl derselben für 4, 
dann folgt: 

IV. Bedeutet ®, eine Substitution von k Elementen, welche je einen 
Cyklus von a, b, ce, ... Elementen besitzt, wobei je zwei dieser Zahlen theiler- 
fremd sind, dann ist 

(9.) a.b.e...4.h” u 
Hier bezeichnet h‘” die Anzahl der Substitutionen von H, welche genau 
,, Cykelzusammenstellungen der Form ® besitzen. 

Sind aber diese Bedingungen nicht erfüllt, dann kann man nur 
eın Vielfaches von A” angeben. Verstehen wir nämlich unter 9 diejenige 
Gruppe des Grades k von &,, &, ... z,, welche alle Substitutionen um- 
fasst, die ©, in sich selbst transformiren, dann ist deren Ordnung bekanntlich 

r = alat.Bib’yler...: 
ferner ist r.h’ die Ordnung der aus $ und H zusammengesetzten Gruppe, 


und da A” in dieser enthalten ist, so wird A’ ein Theiler von rAh', und 
BF a ein T'heiler von r werden. 

Für die einzelnen Tabellen der Form (T,.) brauchen die zugehörigen 
Werthe von A“ nicht alle einander gleich zu sein. Gehen wir aber zu dem 
Multiplum r über, so ist dies für jede der 'T’abellen dasselbe. Dann ist die 
Anzahl der zu einer "Tabelle (T,,.) gehörigen, durch Transformation aus ein- 
ander ableitbaren, und also eine Klasse constituirenden ©, mit r multiplieirt 
nicht direet gleich A, sondern nur noch ein Vielfaches von A. Hieraus folgt 
die Erweiterung des Satzes IV. in der Form: 

IV“. Bedeutet @(x,, &;, .... x,) eine Substitution der k Elemente x,, 
Ey 20. 0, welche « Cykel von je a klementen, /? Cykel von je b Ele- 
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menten u. s. f. besitzt, und bezeichnet man mit h}® die Anzahl derjenigen Sub- 
stitutionen von H, welche genau i Cykelzusammenstellungen der Form ® be- 
sitzen, dann ist 

(5°) ala”. P!b”... u Ah” 
ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe H. 

Wird H die symmetrische Gruppe, dann existirt für ®@ nur eine ein- 
zige Klasse, also auch nur eine einzige Tabelle (T,.). Ferner werden in 
diesem Falle 7” und }9, #7’) mit einander identisch, und also A” =r. Folg- 
lich erhält man: 

IV’. Ist H die symmetrische Gruppe, dann wird unter Beibehaltung 
der früheren Bezeichnungen 


$)  olar.Blb’... Eh = N. 
Hinsichtlich der Abzählung der A” mag noch ausdrücklich hervorgehoben 


werden, dass, wenn eine Substitution von 4 unter ihren Oyklen «, —« der 
Ordnung a, ferner %,— P der Ordnung 5b, u. s. w. enthält, dass sie dann 


, a 3 ra 
betrachtet werden muss als eine solche, welche ira dem © ähn- 


liche Cykelzusammenstellungen enthält. Denn auf so viele verschiedene 
Arten lassen sich in ihr & Cykel der Ordnung a mit ? der Ordnung b u. =. f. 
zusammenfügen. Diese Substitution ist folglich demjenigen h‘” beizuzählen. 


für welches 4 = ( s. )-( a )- ist. 
N 


Der folgende Satz ist also für e=u, a=k; P=1,b=1;... unter 
IV“, enthalten: 

IV‘. Bezeichnet h‘” die Anzahl derjenigen Substitutionen in H, welche 
genau 4 Cykel der Ordnung k enthalten, dann ist 


5) MEIA—V)A- 2)...(A—u+1).h® 


ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe H. 
Endlich erwähnen wir noch einen Speeialfall von IV“. 
IV‘. Besitzt H genau C, cyklische Substitutionen kter Ordnung, dann ist 


k.(n— k)!C, 


ein Vielfaches der Ordnung h der Gruppe H. 
Man kommt hierzu, wenn man in IV“. setzt 


©, = (Mr) Dr) Br) en). 
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8. 3. 

Der Satz II. erweist sich als eine Verallgemeinerung des von Herrn 
Frobenius in seiner angegebenen Arbeit $ 4, II. 5. 287 aufgestellten "I’heo- 
rems, so dass die dort gegebene Formel (2.) unserer Formel (4.) entspricht. 
Auch für die übrigen dort abgeleiteten Formeln ergeben sich hier Verall- 
gemeinerungen. Mo ist zunächst, wie man unmittelbar sieht: 

6.) ZIP =m®Ph (my=1). 
Ferner liefert der Satz IV‘. für w=1, 2,3. ... 

(4) ZI = m®.h, 

7) KZIGA—1)AP = mW.h, 


8) KEIA—-V)A—2)hi) = m).h, 


Hierbei bedeuten die Zahlen m‘, mY’, m\’, ... ganze Zahlen, die für den 
Fall, dass H die symmetrische Gruppe wird, sämmtlich den Werth 1 erhalten. 
Die Umkehrung der letzten Formeln liefert 


k (A (k (A 
(9 ) A'nY m m), m a6: 
yı h k iaA+ı ' 21p4r2 ’ 


und an diese Ergebnisse lassen sich entsprechende Betrachtungen knüpfen, 
wie sie Herr Frobenius im sechsten Paragraphen seiner Arbeit angestellt 
hat. Wir nehmen auch hier, wie es dort geschehen ist, an, dass H die 
symmetrische Gruppe sei. Dann ist 


Bi 2 
10) = na Sat 


das letzte Glied dieser Entwickelung hat den Nenner E(7)!h \i ) Nun 
sieht man leicht: einmal, dass dieser Nenner die Zahl k in derselben Potenz 
enthält wie »!, falls k eine Primzahl ist. Denn setzt man E ( ; ) — m, so wird 

1.2...k (k4-1)(k+2)...(2k) (2k4+1)...Eh) ((m—1)k+1)...(mi) — — (mi)! 

k'1 k\2 h!3 k!m — klu.m! 
eine ganze Zahl werden, die den Primfaetor k nicht enthält, und folglich 
ist dasselbe mit »!:[%”.m!] der Fall. Andererseits sieht man, dass, wenn 
k keine Primzahl und von 4 verschieden ist, (k—1)! durch %, und also auch 
(mk)!:[%“.m!] durch %k theilbar sein wird. Endlich erkennt man, dass für 
k=4 und »>5 wiederum Theilbarkeit des betrachteten Quotienten durch 
k=4 eintreten wird. Daraus folgt: 
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VI. Die Anzahl h{” aller Substitutionen aus n Elementen, welche 
keinen Cyklus von k Elementen besitzen, ist nicht durch k theilbar, falls | 
eine Primzahl ist; dagegen ist diese Anzahl durch k theilbar, wenn k keine 
Primzahl ist. Eine Ausnahme bildet nur k=4; n=4; 5. 

Aehnliche Sätze gelten für AP, AP, ... 


Vergleicht man die Formel (10.) mit der Entwickelung 


n! / 1 1 1 

ri u... Be Beh 

— ==> n!( 1 [!% Top SIT CH ); 

a 
so erkennt man, dass kein Analogon zu dem Satze des Herrn Frobenius 
$ 6.; I. besteht, weil die Differenz der rechten Seiten der beiden Gleichungeı 
erösser als die Einheit werden kann. 


Nimmt man dagegen den Quotienten aus (10.) und der Entwickelung 
| 


von e *, so folgt, dass dieser sich mit wachsendem » bei eonstantem k dem 
Werthe »! nähert. Also ergiebt sich zum Satze II. des Herrn Frobenius 
der entsprechende Satz in der folgenden Form: 
VII. Das Verhältniss zwischen der Anzahl n! aller Substitutionen von 
» Elementen, und der Anzahl derjenigen unter ihnen, welche keinen Cyklus 
1 


kter Ordnung besitzen, nähert sich mit wachsendem n der Grösse e*. 

Aus der Formel (9.) ergiebt sich auch noch allgemeiner die Be- 
stimmung derjenigen Substitutionen der symmetrischen Gruppe, welche genaı 
, Cykel der Ordnung k enthalten: 


z n! / 1 1 l 
) k) — | E ..» ” 
BR) Ep 7 enge: | u SEE) ): 
Die Anzahl der Summanden innerhalb der Klammer auf der rechten Seit: 


, . . De || a a . r . . .,. . 
der Formel ist E(- )-i+1. Falls diese Zahl nun mit » gleichzeitig ins 
y 
1 
Unendliche wächst, nähert der Werth der Klammer sich der Grösse e 
r . n “ ° . .,. .. 7 

dies geschieht also, sobald jr mit n gleichzeitig über alle Grenzeı 
wächst. Daraüs folgt dann, wie soeben: 

VIII. Das Verhältniss zwischen der Anzahl aller Substitutionen von 
n Elementen und der Anzahl derjenigen unter ihnen, welche genau 4. Cykel 


, .. . . n - . 
der Ordnung k enthalten, nähert sich bei wachsendem n, falls — —hk mit n 
t 


1 
gleichzeitig ins Unendliche geht, der Grösse 4!h*e‘. 
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Das Verhältniss der Anzahl derjenigen Substitutionen von n Elementen, 
welche genau 4 Cykel der Ordnung k enthalten, und derjenigen, welche deren 
u(< 4) umschliessen, nähert sich unter derselben Voraussetzung der Grösse 


at ar Er 
,(A—1)...(u 4 1)A r 


Ss 4. 

Weitere Resultate folgen durch die Betrachtung anderer, zu H iso- 
morpher Gruppen. Wir verstehen unter k jetzt eine Primzahl und setzen 
p, = matt +Ur,, 
in welcher Function die #, unbestimmte Constanten bedeuten sollen. Es 
seien ferner 9,, Pr, P3, ... die Werthe von g,. welche aus einem unter 
ihnen durch die Anwendung aller Substitutionen der symmetrischen Gruppe 
S hervorgehen. Wenn wir auf die Reihe 9,, %, 5, ... eine Substitution 
s; von H anwenden, so entsteht eine neue Reihe ,, 9. ;. -.., und der 
Uebergang von der ersten zur zweiten kann als eine Substitution 0, unter 
den Elementen y aufgefasst werden. Die h so entstehenden Substitutionen 
o, sind für na>4 von einander verschieden: sie bilden eine zu AH einstufig 
isomorphe Gruppe 2. Wir wollen nun abzählen, wie viel Cykel erster 
Ordnung in 2 vorkommen. Nach dem Satze Il. erhalten wir für diese 
Anzahl h.m,, wobei m, die Anzahl der Klassen von g, innerhalb $ angiebt 
und also anzeigt, in wieviele transitive Gruppen ? zerfällt. Andererseits 
bleibt en 9, = wre, tW%82,+ +%x, nur dann ungeändert bei der Substi- 
tution o,, welcher s; aus H entspricht, wenn dieses letztere die Elemente 
Eu, a +++ %,, nicht enthält. Gehen aber in ein s, aus H genau A >Kh 


Elemente x nicht ein, dann bleiben, wie sofort ersichtlich ist, von den 
Werthen gerade A(A—1)...A—k+1) = kt( ) ungeändert. Ist also A, 
die Anzahl der Substitutionen von H, welche genau 4 Elemente = nicht 
ändern, dann wird 
nr 
(12.) kYz\ . )hi —= mıh. 
‚=Kk 


Zweitens betrachten wir die Function 
v= 2 904. +2,21: 
ferner die Werthe w,, ,, ... derselben, welche durch die symmetrische 
Gruppe hervorgerufen werden; endlich die zu H einstufig isomorphe Gruppe 7 
Journal für Mathematik Bd. CIIl. Heft 4. 42 
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der Elemente wy. Wir wollen auch hier untersuchen, wie oft in # ein 
Element ungeändert bleibt. Zuerst liefert wieder der Satz II. die Zahl 
h.n,, wobei », angiebt, in wie viele transitive Gruppen # zerfällt. Andrer- 
seits bleibt, da k eine Primzahl ist, ein w nur bei zwei Arten von Substi- 
tutionen aus H ungeändert; einmal bei solchen, die z,, &,, ... x, überhaupt 
nicht enthalten, zweitens bei solchen, die den Cyklus @, = (z,2....2,)‘ ent- 
halten. Besitzt ein s;, aus H genau Ak KElemente nicht, so findet man 
wie oben, dass die ihm entsprechende Substitution o der isomorphen Gruppe 


2 A .. .. h . . 
gerade KUN, ) Werthe von w ungeändert lässt. Ferner wird ein 


17) _ (2, %2...2,) 
ausser ı, noch 


E23 3 2 a; 2 2 
2,234 mt", tm; +, 4. tar 


nicht ändern, also im Ganzen (k—1) Elemente w an ihrer Stelle lassen. 
Das ergiebt 


| uch 
(13.) K-D!E())ht+k-DC, = nh, 


wobei C„ die Anzahl der in H vorkommenden Cykel kter Ordnung angiebt. 
Combinirt man jetzt (12.) mit (13.), so folgt 
(14) Cm = (m-"—0")h. 
Nach dem Satze 1I., Formel (4.) ist die linke Seite von (14.) ein ganzes 
Vielfaches von A; folglich ist (a—m,) durch (k—1) theilbar. Rechnet 
man nun alle diejenigen Werthe einer Function zu einer Klasse modulo H, 
welche durch Substitutionen von 4 in einander transformirt werden können, 
dann geben z, und m, die Anzahlen der Klassen von ıw resp. von g modulo 
H an. Da die Differenz (n,—m,), unabhängig von der zu Grunde gelegten 
Gruppe H, dureh (k—1) theilbar ist, so ergiebt sich: 
IX. Bedeutet k eine Primzahl, dann ist die Anzahl der Klassen von 


a 7 FE Ze ud / DE ee a u 7 7° 
derjenigen von 
v= meta tag 


in Beziehung auf jede beliebige Gruppe congruent mod. (k—1). 
So ist beispielsweise für H= |(x,2,), (2,r,)| undk=3 die Anzahl 
der Klassen m, = 11: n, =. 
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Die Erweiterungen dieses Satzes erweisen sich als ziemlich com- 

plieirt *). 
SD. 

Von jetzt ab wollen wir unter p? stets die höchste Potenz der Prim- 
zahl p verstehen, welche in »! aufgeht. Dann giebt es. wie Cauchy ge- 
zeigt hat, eine Gruppe @, vom Grade n, =pE(" ) <_ » und von der Ordnung p”. 
Aus der Construction derselben, wie sie beispielsweise in meiner Substi- 
tutionentheorie $ 39 angegeben ist, ersieht man, dass die », Elemente sich zu 
je p und p anordnen 

ei en 
derart, dass jede Substitution von @, welche die Folge x’. enthält. auch 
x/,, in ©/,, überführt. Daraus erhellt: 

X. G,, die Gruppe der Ordnung p’ von n, Elementen, zerfällt in eine 
Reihe transitiver, nicht-primitiver Gruppen, deren (rrade einzeln Potenzen von 
p sind; nur wenn bei einem transitiven Theile die Grad- und die Ordnungs- 
zahl gleich p' ist, wird derselbe primitir. 

Da jede Gruppe, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p und 
deren Grad nicht grösser als » ist, einer Untergruppe von @, ähnlich wird, 
und da X. auch von jeder Untergruppe von @, gelten muss. so er 
kennt man: 


X’. Jede Gruppe G, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist, 
zerfällt in eine Reihe transitiver, nicht-primitiver Gruppen, deren Grade einzeln 
Potenzen von p sind: nur wenn bei einem transitiven Theile die Grad- und 
die Ordnungszahl gleich p' ist, wird derselbe primitir. 

Ist insbesondere die Gruppe H der Ordnung p“ transitiv, also der 
Grad derselben gleich einer Potenz p“, dann werden die einzelnen Systeme 


pe Am Schlusse dieses Abschnittes mögen noch folgende Sätze Platz finden: Bedeutet 
©; die Anzahl aller in 4 überhaupt vorkommenden Uykel kter Ordnung, so ist 


1C,+2C,+3C0,+:--+nÜ, = zh. hd —n.h. 


Dies ergiebt sich. wenn man in jede der 4 Buhstiintianen von H jedes der » Elemente 
%,, 2,x ... 2, höthigenfalls in einem Uyklus erster Ordnung eingehen lässt = die An- 
zahl der aufgeschriebenen Symbole zwe ifach zählt. Hieraus findet man nach der Methode 


von $ 4 z. B. Folgendes: 
S[k(k—1)O,+2KkAC,,]) = n(n—1)h, 
kl 


wo C;, angiebt, wie oft in H eine Substitution einen ÜU'yklus kter und einen solehen 
Ater Ordnung enthält. 








‘ 
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der Nieht-Primitivität durch die Substitutionen der Gruppe unter einander 
vertauscht werden. Diese Vertauschungen kann man wieder als Substi- 
tutionen auffassen und gelangt dadurch zu einer Gruppe von p*" Elementen, 
deren Ordnung p“"“ werden mag. Diese Gruppe ist wiederum transitiv 
und nicht-primitiv, und da in ihr wiederum je p Elemente ein System der 
Niecht-Primitivität bilden, so besitzt 7 auch umfassendere Systeme der Nicht- 
Primitivität von je p? Elementen. In derselben Weise kann man fortgehen, 
so dass hieraus die Richtigkeit des folgenden Satzes erhellt: 


XI. Jede transitive Gruppe H der Ordnung p“ und des Grades p’ be- 
sitzt engere und umfassendere Systeme der Nicht-Primitieität und zwar solche 
von pP, Ps, ».. p“' Elementen. Daher entspricht dem H eine Reihe transi- 
fiver, isomorpher Gruppen 


der Grade 


und der Ordnungen 


U—Uı A-Ua—1 1 


DEE er TE ETPEr = 7 


-Pa—1 


Dass p“ den Werth p' besitzt, folgt daraus, dass es nur einen einzigen 
Typus transitiver Gruppen vom Grade p' giebt, deren Ordnung eine Potenz 
von p ist. Die isomorphen Gruppen H,, H,, ... entstehen, wie schon an- 
gedeutet wurde, durch die Versetzungen, welche H in den einzelnen Systemen 


der Nieht-Primitivität hervorruft. 


$ 6. 

Wir wollen für die Nieht-Primitivität transitiver Gruppen der be- 
trachteten Art einen Beweis geben, der sich von der Constitution derselben 
loslöst und an zwei Hülfssätze anknüpft, die für die 'T'heorie der nicht- 
primitiven Gruppen auch ausserhalb der vorliegenden Untersuchungen von 
Wichtigkeit sind. 


X. Enthält eine primitive Gruppe K des Grades n Substilutionen 
von weniger als n Elementen, dann besitzt K eine Untergruppe genau vom 
Grade (n—1); oder in: anderer Form: Eine transitive Gruppe K von n Ele- 
menten, welche keine transitive oder intransitive Untergruppe von genau (n—1) 
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Elementen, wohl aber eine solche von geringerem Grade enthält, ist nicht- 
primitiv *). 

Es sei Z eine, der Voraussetzung nach vorhandene Untergruppe von 
K mit A<n Elementen, welche wir durch &,, &;, ... z, bezeichnen wollen. 


n . N) . Ye O0 „ . P} x 
Ist »<-, dann giebt es zufolge der Primitivität von K in dieser Gruppe 


eine Substitution s,, welche auf eins der Elemente von Z ein anderes der- 
selben, auf ein zweites von ihnen dagegen ein neues, nicht in Z vorkommendes 
Element folgen lässt. Dann enthält Z, = s7'Ls, neben alten Elementen von 
L zugleich neue, so dass Z,= |L,L,| mehr als A Elemente aufweist. Ist 


. r a . N . a . 
die Zahl A, derselben noch kleiner als ,., dann kann man mit Hülfe einer 


zweiten Substitution 5 zu L%,= |L,s'L,s,! mit einer noch grösseren Zahl 
), von Elementen gelangen, u. s.f. Es sei nun diese Zahl A, schon gleich 


vr IE ’ . ‘ a2 ’ h 
oder grösser als „ ; die Elemente, welche in Z, transitiv mit einander 


verbunden sind, oder auch in einzelne transitive Systeme zerfallen, mögen 
2, 2, «.. 2, heissen; dann giebt es, wiederum wegen der Primitivität von 
K, ein s,,. welches auf eins der nicht in Z, vorhandenen Elemente ein anderes 
solches, dagegen auf ein zweites nicht in /, vorhandenes Element eins aus 
der Reihe &,, ©, ... &,, folgen lässt. Dann wird ,=s,1s5' mit =, 
Lry »+. &,, neue Elemente verbinden; aber ein neues bleibt wegen der Wahl 


n 
-) 


auch noch alte Elemente; folglich besitzt /, = |L,, 2;| wiederum mehr Ele- 
mente als Z,, aber weniger als X selbst. Fährt man so fort, dann gelangt 
man zu einer Gruppe Z, von genau (»—1) Elementen, wie behauptet war. 
Diese Gruppe L, kann transitiv oder intransitiv sein, und im letzten Falle 
ist es auch möglich, dass sie keine Substitutionen enthält, welche genau 
alle (a —1) Elemente umsetzen. 


von s; ausserhalb der Gruppe Z3, und endlich enthält 15, da A,. ist, 


Zusatz. Enthält eine primitive Gruppe K des Grades n eine transitive 
Untergruppe L von weniger als n Elementen, dann werden auch L,, L., ... L 
transitiv, und K ist mindestens zweifach transitiv. 


V 


*) Es ist dieser Satz ein Analogon für das von Herrn Frobenius gefundene, von 
Herrn Rudio (dieses Journal Bd. 102, S. 5) veröffentlichte Theorem. Erwähnt sei, dass 
in dasselbe eine, unserer letzten Voraussetzung entsprechende Einschränkung aufzunehmen 
sein wird, was übrigens sofort ersichtlich ist. 
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Der zweite zu benutzende Hülfssatz ist der folgende: 

XIll. Jede transitive Gruppe, deren Ordnungszahl ihrer Gradzahl gleich 
ist, die also ausser der Einheit nur Substitutionen enthält, welche alle Elemente 
umselzen, ist nicht-primitiv. Jede ihrer Substitutionen giebt Veranlassung zwı 
Bildung eines Systems der Nicht-Primitivität, indem man alle Elemente eines 
beliebigen Cyklus einem Systeme zuertheilt. 

Machen wir nämlich alle Elemente z,, &,, ... x, eines Cyklus der 
Substitution s zu einem Systeme, so reicht es aus, zu beweisen, dass jede 
Substitution, die eins dieser Elemente in sich selbst oder in ein anderes 
unter ihnen verwandelt, alle unter einander vertauscht. Es möge x, eins 
dieser Elemente sein, und die Substitution £ die Folge haben z,r,;, dann 
wird eine Potenz s’” dieselbe Folge besitzen; #.s”” ist daher die Einheit, 
also {=s’. Hiermit ist die Behauptung erwiesen. (Vgl. Audio; dieses 
Journal Bd. 102, 8. 2). — 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun leicht die Nicht- 
Primitivität der transitiven Gruppe H des Grades p‘ und der Ordnung p‘ 
beweisen. 

Ist = u, dann folgt dieselbe aus dem Satze XII. 

Ist A<<u, dann hat H nach einem bekannten T’hheoreme Substi- 
tutionen von weniger als (p—1) Elementen, und folglich auch eine Unter- 


gruppe von geringerem als dem (p’—1)ten Grade Wäre nun die Gruppe 
H primitiv, dann hätte sie nach dem Satze XII. auch eine Untergruppe. 
welche genau p’—1 Elemente umsetzt. Danach dürfte die Anzahl der Ele- 
mente eines ihrer transitiven Theile nicht durch p theilbar sein, und also 
könnte ebensowenig die Ordnung von H eine Potenz der Primzahl p werden. 


s 7. 

Hieraus, d. h. aus dem Theorem XL, folgt sofort der von Herrn 
Frobenius auf andere Art bewiesene Satz, dass jede Gruppe H der Ord- 
nung p“ und des Grades p* eine Untergruppe der Ordnung p“”" besitze, 
wenigstens für transitive 4. Denn die Gruppe H,_, der Ordnung p' hat 
die Einheit als ausgezeichnete Untergruppe, und da (vgl. meine Substi- 
tutionentheorie $ 88) jeder ausgezeichneten Untergruppe einer Gruppe H,_, 
auch eine ausgezeichnete Untergruppe der isomorphen Gruppe H entspricht, 
und die Quotienten aus den Ordnungen hier wie dort dieselben sind, so 
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ist damit gezeigt, dass MH eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 
p“' besitze. 

In gleicher Weise können wir diesen Satz für intransitive Gruppen 
J beweisen, deren Ordnung eine Potenz von p ist. Denn wenn wir alle 
in ihr vorkommenden Vertauschungen einer Reihe transitiv verbundener 
Elemente als eine Gruppe H auffassen, dann ist H isomorph zu J, und 
zwar entspricht der Einheit in H der Complex derjenigen Substitutionen in 
J, welche jene transitiv verbundenen Elemente nicht umsetzen. Man 
kann also auch hier den oben benutzten Satz über das Entsprechen 
ausgezeichneter Untergruppen bei isomorphen Gruppen zur Anwendung 
bringen *). — 

Aus dem Isomorphismus der transitiven Gruppe H mit H,_, kann 
noch folgender Schluss gezogen werden: H,_, setzt in allen Substitutionen 
ausser der Einheit alle p Systeme der Nicht-Primitivität von p*“"" Elementen 
um. Jede der entsprechenden Substitutionen aus H setzt folglich alle p 
Elemente um; es können also nur solche Substitutionen von H Elemente 
ungeändert lassen, welche der Substitution 1 von H,_, entsprechen; dies 
ist aber nur der pte T'heil aller vorhandenen. Es folgt somit, dass in H 
mindestens p“""(p—1) Substitutionen vorkommen, durch welche alle p“ Ele- 
mente umgesetzt werden. Die Grenze für die Anzahl dieser Substitutionen 
kann noch erhöht werden. Ist r, die Anzahl der wirklich vorhandenen, so 
lassen von den übrigen p“—r, alle mindestens p Elemente ungeändert, die 
Einheit sogar p“. Nach dem Satze des Herrn Frobenius a.a.0. S. 287 
ist also: 


*) Jch möchte hier erwähnen, dass der Existenzbeweis für Untergruppen der Ord- 
nung p“=! sich mit dem Beweise dafür verschmelzen lässt. dass alle möglichen vor- 
handenen Untergruppen der Ordnung p“—" auch ausgezeichnete Untergruppen von H sind: 
es werden dadurch die beiden von Herrn Frobeninus auf 8. 283 und 8. 285 verebenen 
Sätze vereinigt. Es kann dies so geschehen, dass man von einer beliebigen Untergruppe 
K von H ausgeht, und dann nach den Prinzipien und genau in der Art des Herrn Fro- 
benins zeigt, dass K nothwendig mit einer umfassenderen Untergruppe L von H ver- 
tauschbar sei. Fällt Z nicht mit H zusammen. so bildet es schon eine zwischen H und 
K stehende Untergruppe, mit welcher man in gleicher Weise weiter schliessen kann. 
Fällt dagegen L mit H zusammen, dann ist K ausgezeichnete Untergruppe von H. Falls 
der Quotient ihrer Ordnungen grösser als p ist, giebt es in H eine Substitution. von 
welcher erst die pte Potenz zu K gehört: vereinigt man diese Substitution mit K, dann 
kommt man aufs Neue zu einer Gruppe, die zwischen H und K steht. Dieser Process 
kann also nur enden, wenn man auf Untergruppen von H der Ordnung p“ ' kommt: 
und diese müssen dann ausgezeichnet sein. 


Netto, zur Theorie der Substitutionen-Gruppen. 


p(p—n-D+P" <= p“, 
np pp" —1; 


XIV. Jede transitive Gruppe H der Ordnung p“ und des Grades p‘ 
enthält mindestens p“—p“""+p"""—1 Substitutionen, welche sämmtliche p’ Ele- 
mente umsetzen. 

Bei intransitiven Gruppen brauchen derartige Substitutionen nicht 
aufzutreten, wie das einfache Beispiel für J zeigt: 


J = Il, (©,2.)(232,), (2%) (25%), (2320) (85 %6))|. 
Berlin, November 1887. 
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Ueber die Discriminante der im Endlichen 
abbrechenden hypergeometrischen Reihe. 


(Von Herrn Darid Hilbert in Königsberg i. Pr.) 


Die hypergeometrische Reihe: 


v \ a8 ala n— | )F 3 ’ 1 ) 
Fe, P. Y: LT) u. 1 T Mb a = / T 
y 1.2.y(y-+1) 


wird offenbar dann und nur dann eine ganze Function der Variablen r, 
wenn wir einen der beiden im Zähler jedes Gliedes auftretenden Parameteı 
gleich einer negativen ganzen Zahl, etwa «= —n ansetzen. Da bei dieser 
Annahme die obige Reihe mit der »ten Potenz der Variablen x abbricht. 


r 


so führt die Substitution 2 = — ° und die darauf folgende Multiplication 
mit x) zu der binären Form: 
BNP ir, fa) BB) „n. BB+1)...(A+n—1 
f = + ( y x 'o+(, EN | u 7° +- „de Gamer ze: 2. 
1/ y 2/ y(y-Hl) y(y-H1)...(y+n—1) 


Legen wir die allgemeine binäre Form »ter Ordnung in der gebräuchlichen 
Gestalt: 


RR B.Xis ni n\ ee ae A 
a,0+(7 J&®! 12, (> )a.«; 27'"70.% 


zu Grunde, so charakterisirt sich die specielle Natur unserer Form f durch 
die einfache Formel: 
B(8+1)...(®-+i—1) 
(r+1)...(r+i-1) 
Im Folgenden wird zunächst gezeigt, wie sich die Discriminante der 
binären Form f genau und allgemein in ihrer Abhängigkeit von den Parametern 
P und y bestimmen lässt. 
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Wir ertheilen der Form f durch Multiplieation mit der Constanten: 
1) C= y(y+Db..(y+n-]) 
die von den Nennern befreite Gestalt: 
(2 ac Ras n | n n—1 ) } n 
p\P3, 75 Ey %) = ET 1 0,8, Lır'*t04,8, 


eo = P(P+D...(P+H-DY+H9YyHi+D..y+n—]) Gd=01,..m, 


und bemerken dementsprechend, dass sich die Diseriminante der letzteren Form 
als eine ganze rationale Funetion der Parameter 5 und y darstellen muss. 
Um nun diejenigen Linearfactoren zu ermitteln, welche überhaupt 
bei specieller Wahl der Parameter in der hypergeometrischen Reihe F mehr- 
fach auftreten dürfen, setzen wir letztere mit der pten Potenz eines Linear- 
factors / proportional und leiten aus der Differentialgleichung der hyper- 
geometrischen Reihe: 
21-2) 5 +7 -(e+B+D2) 


durch (p—2)-fache Differentiation die weitere Differentialrelation ab: 


— aß F == () 


rl L Ifa, ‘ wär ‘ | dp-1F 
z(l—-z)- Ir WW +p-2)—-(e-+P+2p—-3)z; dar 


—(@e+p—2)(P+p—2) NE 


der? 
dp—?F 


der? 


de!F a; . d?F 
des den Linearfactor / noch enthalten, während derselbe in - 


nicht mehr aufgeht, so lässt die zuletzt hergestellte Identität für den Linear- 
factor / nur die Wahl frei zwischen den drei Ansätzen: 


=], ime,. Im1-24; 


Da andererseits unserer Annahme zufolge die Differentialquotienten 


und - 


oder, wenn wir in der oben beschriebenen Weise von der hypergeometrischen 
Reihe F zu der homogenen Form f oder g übergehen: 


(2.) —, 1» l= I, l .— T +r.. 
Was die erste Annahme betrifft, so kann offenbar die Form % nur 
dann den Factor x, mehrfach enthalten, sobald gleichzeitig «,_, und «, 
verschwinden, d. h. sobald eine der Relationen: 


B=0, P+1=0, ... P+4n-2=0 
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; “ 


besteht, und die Betrachtung der vorangehenden Coefficienten @,_,. @, 
lehrt, dass x, als zwei-, drei-, ... oder »-facher Faetor in unserer Form 
auftritt, je nachdem bezüglich einer der Ausdrücke: 

3.) P+n-2, P+n-3, ... oder 
verschwindet. 

Um das letzthin gewonnene Ergebniss zur Auswerthung der Diseri- 
minante der vorgelegten Form 9 zu verwenden, bedienen wir uns der be- 
kannten allgemeinen Eigenschaft der Diseriminante, vermöge welcher die- 
selbe nebst ihren ersten, zweiten, ... und Aten Differentialquotienten nach 
den Coefficienten der Grundform verschwindet. sobald die letztere einen 
(k+2)-fachen Linearfactor enthält. Denkt man sich nun die Diseriminante 
4A der Form g als ganze rationale Funetion @ der Parameter 3 und y aus- 
gedrückt, so ergiebt sich des weiteren durch wiederholte Differentiation nach /: 


0G oA 0a, coAI com, 
oß an ( a, op \ ( [g4 ( 3 
0°G ed 0°4 (2% & 5 oA 0a, 0a | - U oI 0° 
oß’ 0 da? oß ae ni ac a, ( 7 ( fr} Bet @ of o@, ( 9 


woraus wir den Schluss ziehen, dass die ganze Function @ bezüglich der 
Reihe nach die Ausdrücke (3.) je einfach, zweifach. ... (n—1)-fach als 
“actoren enthalten muss. Es erscheint dementsprechend der Ansatz berechtigt: 


4) Gld,y) = (P+n—2)P+n-3)...P"alPıy). 


/ ’ 
worin g wiederum eine ganze rationale Function der Parameter ? und y 
bedeutet. 

Wir unterwerfen jetzt die Grundform y nach einander zwei speciellen 
linearen Transformationen, deren Ausführbarkeit auf den beiden folgenden 
Transformationsformeln der hypergeometrischen Reihe beruht: 


E55 ie. FR a 1 E 
F(a,ß,y,z) = (-2)" - F\io, e—y+1l, «&—-P+1.— ), 
( 1?» 75 ) ( X) +(r+1)...r—a—1) \ / j? ) 
x oe 2 2 
Fla,ß,y,2) = (l-2)“F(a,y-ß,y, 4). 


Wir erhalten nämlich hieraus durch Uebergang zu der homogenen und 
nennerfreien Form g: 


p(P,Yy5 2,0) = yl-y-n+1l.—-P—n+l; —e,. —zı), 
y(P,Y; %ı, %:) 


yYy—P,Y; Ct, —2;). 
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Da nun die Diseriminante einer binären Form eine Invariante von geradem 
Gewichte ist und die Substitutionsdeterminante jener beiden linearen Trans- 
formationen gleich der negativen Einheit ausfällt, so folgt, dass die in Frage 
kommende Darstellung der Diseriminante als ganze rationale Funetion der 
beiden Parameter 5 und y ungeändert bleibt, wenn wir mit diesen Para- 
metern eine jenen linearen Transformationen entsprechende Aenderung vor- 
nehmen, d. h.: 


N Y — j Y , \ — L A ) Ay 
G(; ’ 7) 50: G(-; —n-+1, ——n-+]l) = Gay—P, Y). 


Hieraus ergeben sich auf Grund der Beziehung (4.) die Gleichungen: 


Er I ’ Re, \f =. 0 \2 In—] ( A % 
G(P,7) —— (P rn 2)(P-+n 3)..P 99,7 


n(n—1) 
2 a7) DON Fe FT \n— / ar. 3 2... 
= (1) 9° GANG HI. gl-ya+l, -B-a+1) 


7 
Um .) N .) IN 
— +n—2)\ > 


u; 7 -P+R=3)..4-P)797 PN; 
folglich: 
(5) (6,7) = NP+n—2)P+n—3)..P" HD"... 
| | y+n-DTY—-B+tn-)Yy—P+n-3)%...y-PBy". 


Bei den benutzten linearen 'Transformationen nimmt der obige Linear- 
factor /= x, nach einander die weiteren Gestalten (2.) an, so dass sich gleich- 
zeitig durch das eingeschlagene Verfahren die einseitige Bevorzugung des 
erstgewählten Linearfaetors ausgleicht. 

Da ferner einer einfachen Ueberlegung zufolge der Grad der Diseri- 
minante in Bezug auf jeden der beiden Parameter 5 und 7 dem Gewichte 
derselben, also der Zahl »(»n—1) gleichkommen muss, so zeigt die Ver- 
gleichung mit den Gradzahlen in der letzthin gefundenen Gleichung (5.), 
dass N darin nothwendig eine nur noch von der Ordnung » abhängige Uon- 
stante bedeutet. 

Zur Bestimmung dieser Zahl N legen wir die Diseriminante der all- 
gemeinen binären Form zter Ordnung in Gestalt der Cayleyschen Deter- 
minante zu Grunde: 

6.) Bm 244, rn 


worin die Elemente die folgende Bedeutung besitzen: 


FA 


n—1\ .. & 
di; = ( Q N\k-ı (a, — GA; 4x) 


Eng | as (RR 97 WER NER (erh (9 )(a,_. d,.,—-4;4,). 


i+k— 
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Denken wir uns hierin für die Coefficienten @,, @,, ... a, die entsprechenden 
Coefficienten «,, @, ... @, unserer speciellen Form g eingesetzt, so gilt 
die Identität 


D = G(P,y). 


Da alle Coeffieienten der Form % mit alleiniger Ausnahme von «, den 
Parameter /5 als Factor enthalten, so ist die Division eines jeden Elementes 
der Determinante linker Hand durch 5 möglich, und die darauf folgende 
Nullsetzung dieses Parameters 5 führt zu der weiteren Gleichung: 


Z+I, 1032... Inn = Nn—2)(n—-3)..17"yy+HD)...(y+R—D"", 


wo nun die Determinante linker Hand in Folge der Elementwerthe: 


mr. “ 1.2...(a—1)y(y 53:7 > E) 
d. () 
den Werth: 
nin—]) 
> 3 2 POT: FORUE BEERUEED = \ -1) 1.2...(n 1)y = L.. rn 1 


annimmt. Die Vergleichung der beiden letzten Relationen liefert für die 
Constante N den gesuchten Werth: 


N = (—1) * 1.2°...(n—1 


Um schliessiich von der gegenwärtig behandelten Form g zu der 
ursprünglich vorgelegten Form f zurückzukehren, bedarf es nur noch einer 
Division der gefundenen Diseriminante @ dureh die 2(»—1)te Potenz der 
Constanten C in (1.), und man erhält auf diese Weise für die Diseriminant: 
der im Endlichen abbrechenden, homogen geschriebenen hypergeametrischen 


Reihe f den Ausdruck *): 


D Er 1.2°...(n— 1)” (ß } n—2)(#+ Nn— 3)...9" (5 -7—Nn+2 D- yn- 9)...(B . 
(rn— 1" "yrn— 2.7” 
Durch Einführung des speciellen Werthes: 
bi — Y N 1 


ergiebt sich die Disceriminante der allgemeinen Kugelfunction: 


*) Wie ich inzwischen bemerke, ist dieses Resultat bereits von Stieltjes auf anderem 
Wege, nämlich durch successive Berechnung der Sturmschen Funetionen 
vergl. Comptes rendus t. 100 pag. 620. 


oefunden worden: 
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1.2°...(n—1)""1(2y+2n—3)(27,+2n—4)’...(2y+n— 1)"1 
(+n—2)’(y+n—5)*...y””7? 


“ 


und setzen wir überdies noch den Parameter y der Einheit gleich, so er- 
halten wir die gewöhnliche Kugelfunction X, in der bekannten Gestalt *): 
m n n . n — n ’ n—?2 2 n 
(7.) e!+(1) e' 'n+(,) co ++, 
während nunmehr die Disceriminante dieser speciellen Kugelfunction den Werth: 
(n +1)”!1(n+2)"?...(2n—1) 
1079 ee n 
besitzt. 

Schliesslich sei noch bemerkt. dass die Beziehung zwischen der 
Cayleyschen Determinante (6.) und dem Differenzenproduet für die Wurzeln 
der betreffenden allgemeinen Gleichung »ten Grades durch die Formel: 

1 Un — 2 
D= a” I/(w—w,)” 


n” 
vermittelt wird. Wir erhalten hiernach beispielsweise für das Product der 
Wurzeldifferenzen der gewöhnlichen Kugelfunction (7.) den Werth: 


= R 1?7—-192?n—2 ..(2n—1)' 
II(w-w) = ——a —— 
( x) 11r-12#2,, (n—1)!}* 
Der gefundene Ausdruck für die Diseriminante D gestattet eine ein- 
fache Anwendung, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden. wie viele 
reelle Wurzeln die Gleichung nten Grades: 


8) 98,7: 0,1)=0 


für beliebig gegebene reelle Werthe der Parameter 9 und y besitzt. Wir 
deuten $ und y als rechtwinklige Coordinaten der reellen Punkte einer 
Ebene, so dass auf diese Weise jedem Punkte der Ebene eine Gleichung 
der obigen Art zugeordnet erscheint. Lassen wir den Punkt 2, y in der 
Ebene wandern, so kann die Anzahl der imaginären Wurzelpaare der ent- 
sprechenden Gleichung offenbar nur dann eine Aenderung erfahren, sobald 
jener Punkt die Diseriminahteneurve G@(P,y)=0, d.h. eine der geraden 


*) Die in Rede stehende Umformung der Kugelfunetion entspricht der linearen 


run A 2 +r, ö R | > 
[ransformation des Argumentes = ————*-; vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 


x —r, 
Band I, $D. 








rw 
p'y2 
or 
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Linien: 
P-+rn—i = U 
(9.) yv+i—-l = 0, (i=2,'3 Z 
y-P+n—-i= 0 


überschreitet. Der Orientirung halber möge allgemein diejenige Seite dieser 
geraden Linien die positive heissen, für welche die linken Seiten ihrer be- 
züglichen Gleichungen (9.) positiv ausfallen, während die gegenüberliegende 
Seite als die negative zu bezeichnen ist. Durch Berechnung der in Betracht 
kommenden Wurzeln der Gleichung (8.) in der Nähe einer Ueberschreitungs- 
stelle erhält man betreffs der Aenderung jener Anzahl die erwünschte Aus- 
kunft. Ueberschreitet nämlich der Punkt ?, y in der Richtung von der 


positiven nach der negativen Seite hin eine der geraden Linien (9.), so 


























ändert sich die Zahl der imaginären Wurzelpaare der entsprechenden 
Gleichung (8.) für ein ungerades i garnicht; für ein gerades i dagegen er- 
fährt diese Zahl einen Zuwachs oder eine Abnahme um eine Einheit, je 
nachdem an der Ueberschreitungsstelle bezüglich die Ausdrücke: 
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| (y+n-N)(y-+n—2)...(y+n-i), 
(10.) -PP+D. PH iD), 
BCB+D...(B+ 11) 


negativ oder positiv ausfallen. Man construire daher in der %y-Ebene die 








geraden Linien: 
P+n—i 0, 
yti—1 0,7 
y—-P+n—i 0,1 


ei, re (n gerade) 
= 2,4,6,...n—1l (n ungerade) 





. . . r» st TE 
welche die y-Axe beziehungsweise unter den Winkeln 0, -, und 1 





























/P | 


schneiden. Diese geraden Linien mögen nun streckenweise punktirt oder 
ausgezogen werden, je nachdem für die betreffende Stelle derselben die 
Ausdrücke (10.) negativ oder positiv ausfallen. Wie man leicht erkemt, 
ist dem nach der positiven Richtung der y-Axe hin sich erstreckenden 





)der 

die 
nnt, 
ıden 
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a . . , n . 4 
Fache des positiven Quadranten die Zahl —- bei geradem Grade n, da- 
. r n— 1] “ \ . r 
eoen die Zahl —— bei uneeradem Grade n zuzuweisen. Von der be- 
ben) » 


.) 
kannten Zahl dieses Faches ausgehend hat man zur Bestimmung der den 
übrigen Fächern zugehörigen Zahlen die folgende Vorschrift zu beachten. 
Führt der Weg über eine punktirte Grenzlinie in der Richtung von ihrer 
positiven zu ihrer negativen Seite, so ist dem betretenen Nachbarfache eine 
um die Einheit grössere Zahl zuzuschreiben; führt dagegen der Weg über 
eine ausgezogene Grenzlinie in der Richtung von ihrer positiven zur nega- 
tiven Seite, so ist dem betretenen Nachbarfache eine um die Einheit Aleinere 
Zahl zuzuschreiben. Zur Veranschaulichung mögen die beiden Beispiele 
n=6 (vergl. Figur ID) und n„=7 (vergl. Figur II) dienen. 


J 


Der Punkt = —n, = 1 liegt, wie man leicht einsieht, stets in dem 
durch die Zahl O0 ausgezeichneten Fache, wodurch der bekannte Satz von 
erhält. 


der Realität sämmtlicher Wurzeln der Gleichung X, = 0 Bestätigun 


0 
oO en 


Königsberg i. Pr., den 10. Juni 1887. 


| 
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Bemerkung zur Theorie der linearen Differential- 


gleichungen. 
(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


I Bd. 101 dieses Journals habe ich eine „Bemerkung zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen“ veröffentlicht in Bezug auf eine Abhandlung des Herrn Poincare 
„Sur les integrales irregulieres des equations lineaires“, die ‚in Bd. 8 der Acta Mathe- 
matica im Anschlusse an eine früher von ihm in Bd. 7 des American Journal of Mathe- 
matics mitgetheilte Untersuchung erschienen ist. Auf diese Bemerkung hat Herr Poincare 
in Bd. 10 der Acta eine an mich gerichtete Antwort mitgetheilt. Zur Aufklärung des 
Sachverhaltes in dieser Discussion komme ich auf dieselbe zurück. 

Herr Poincare hat in der genannten Abhandlung, Bd. 8 der Acta, Theoreme auf- 
gestellt, die dahin gehen, dass gewisse Reihenentwickelungen, welche die linearen Differen- 
tialgleichungen formal befriedigen, gebraucht werden können, um die Integrale asymptotisch 
darzustellen. und zwar namentlich auch dann, wenn die Reihen divergiren,. und ohne 
dass man über Con- oder Divergenz derselben etwas weiss. In Bezug auf diese asympto- 
tische Darstellung der Integrale durch formale Reihenentwickelungen sind von mir zwei 
Bemerkungen gemacht worden. Erstens habe ich an einem einfachen, leicht zu über- 
sehenden Beispiele constatirt, dass die Exponenten in divergenten, die Differentialgleichung 
formal befriedigenden Reihen zu den Exponenten in den wirklich existirenden Reihen- 
entwickelungen in keiner Beziehung zu stehen brauchen. Nun habe ich dort gesagt: 
„Divergente Entwickelungen geben daher keinen Aufschluss, wenn es sich um die Be- 
antwortung der ersten Frage in Betreff der Integrale bei einem singulären Punkte handelt, 
nämlich der Frage nach den Exponenten der Integrale.“ Von diesen Exponenten, und 
zwar von dem Umstande, ob dieselben ganzzahlig, rational, irrational, complex sind, hängt 
wesentlich die Natur der Verzweigung der Integrale bei den singulären Punkten ab, 
blosse Annäherungen leisten für, die Einsicht in diese Natur nichts. Sodann habe ich 
zweitens die Bemerkung gemacht, dass, wenn man die angenäherte Werthberechnung der 
Integrale in der Nähe eines singulären Punktes vornehmen will, man dieses Resultat mit 
vorgeschriebenem Grade der Annäherung durch die wirklich bestehenden Integrale, die 
bei einem nichtsingulären Punkte entwickelt werden, erlangen kann. Dieses sind die 
Gegenstände, auf die sich Nr. 1 meiner Bemerkung bezieht. Hierbei kam die Frage gar 
nicht in Betracht, ob die von Herrn Poincare gegebenen asymptotischen Darstellungen 
der Integrale richtig sind, und ich habe keineswegs Herrn Poincare vorgeworfen, er habe 
















1- 


:h 
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gesagt, die Exponenten in formalen Entwickelungen seien dieselben. wie in wirklich be- 
stehenden. Die Sache, um die es sich in Nr. 1 meiner Bemerkung handelt. ist vielmehr 
die: Ich habe in Bezug auf den Gebrauch formaler Reihenentwickelungen zur Untersuchung 
linearer Differentialgleichungen dasjenige hervorgehoben, was solche formalen Reihen- 
entwickelungen nicht leisten. — 

Herr Poincare hat 1. c. das Theorem aufgestellt, nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die Convergenz einer formalen Entwickelung sei die, dass die „transformirte 
Differentialgleichung von Laplace ein Integral besitzt, welches überall im Endlichen ein- 
werthig und stetig ist. Hierüber hat sich Herr Poincare auch 


Gelegenheit mit grosser Deutlichkeit ausgesprochen. Derselbe sagt 


noch bei anderer 
nämlich in der in 


Parıs ber Gauthier-Villars 1886 erschienenen Schrift: Notice sur les travaux seienti- 


fiques de Henri Poincare p. 14: Mais, pour que ces series representassent les 
grales cherchees, il faudrait qu’elles fussent convergentes, ce qui na lieu que dans des 
cas tres partieuliers. J’eus lidee d’appliquer a ces integrales irregulieres la transformation 
de Laplace et jobtins ainsi sous une forme nouvelle et simple la condition de conver- 


gence de ces series. In Bezug auf dieses Theorem habe ich in Nr. 2 meiner Bemerkung 


gesagt, dass diese Convergenzbedingung auf die Lösung einer Aufgabe hinverweist, welche 


im Allgemeinen nicht leichter, sondern eher schwerer, als die ursprüngliche ist. Herr 


Poincare giebt dieses in seiner Antwort im Ganzen zu und sagt dann, er hielt 


Ieile es aber 


nicht für unnütz, bei zwei eleich unlösbaren Problemen zu zeigen. d: 


. “ } > 
ass siıe sıch auf eın- 


ander zurückführen lassen. Nun wenn das Theorem nur diese Bedeutung haben soll, 


so braucht man allerdings auch nichts weiter gegen die Bedeutung desselben einzu- 


wenden. — 
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